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Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium Gôttingen. 


Über die thermische Zersetzung einiger Dicarbonsäuren. 


Von 
A. Windaus und M. Ehrenstein. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 28. Oktober 1921. 


. Die Blancsche Regel, nach welcher Pimelinsäuren und Adipin- 
säuren beim Erhitzen auf etwa 300° zyklische Ketone, Glutar- 


‘säuren und Bernsteinsäuren unter denselben Bedingungen innere 


Anhydride liefern, ist in den letzten Jahren häufig zu Konsti- 
tutionsbestimmungen verwendet worden. 

Es hat darum ein grofes Interesse, den Gültigkeitsbereich 
dieser Regel sicher festzulegen. Windaus und Hückel !) haben dies 


schon in zwei Arbeiten versucht; in der ersten haben sie festge- 


stellt, daB die cis-Formen der Hexahydro- homophtalsäure und der 


Hexahydro-hydro-zimt-o-carbonsäure sich wie aliphatische Glutar- 


säuren bezw. Adipinsäuren verhalten; in der zweiten Arbeit !) 


haben sie, von Modellbetrachtungen ausgehend, die Frage studiert, 
in welchem AusmaB die Blancsche Regel auf alizyklische Verbin- 
dungen Anwendung finden kônne. 

In der vorliegenden Arbeit haben wir untersucht, ob die inneren 
Anhydride der Bernsteinsäuren und Glutarsäuren oder auch die 
Bariumsalze dieser Säuren beim Erhitzen über ihren Zersetzungs- 
pankt zyklische Ketone liefern oder nicht. Als Untersuchungs-. 
objekte haben wir die B, B-Dimethyl- sr und die cis-Hexa- 
hydro-o-phtalsäure gewählt ?). 


11 B,B-Dimethyl-glutarsäure. 


Beim trocknen Erhitzen des 8, B-dimethylglutarsauren Bariums 
erhielten wir im Destillat neben nicht charakterisierten Stoffen 


1) Diese Nachrichten, 1920 und 1921. 
2) Diese Untersuchung ist im März 1921 abgeschlossen worden. Im Juni- 
Heft des Journal of the Chemical Society Band 119, S. 810 findet sich eine aus- 


fübrliche Untersuchung von G. A. BR. Kon aie die Zersetzung substituierter 


Glutarsäuren. 2 Ê 


| Kgl. Gos, d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. 1922. Hefti. | 1 
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2 A. Windaus und M. Ehrenstein, 


- hauptsächlich Aceton, Mesityl-oxyd und Iso-phoron. Di- 
methyl-cyclo-butanon haben wir nicht nachzuweisen vermocht, 
doch vermuten wir, daB es primär entstanden ist und -sich zu 
Mesityloxyd umgelagert hat: 


CH:—CO 0 


(CHx CC” fe DBa + (CH Fr de. 
SCHES C00/ de NcH” 
(CH C— CHCO CH, 1), 
Mesityloxyd 


Die Bildung der anderen Produkte erklären wir uns fol- 
gendermaBen: das Mesityloxyd wird bei der hohen Temperatur 
und bei Anwesenheit von Bariumcärbonat durch nebenbei ent- 
stehende geringe Mengen Wasser teilweise zu Aceton aufgespalten 
[(CH3} C=CH CO CH: + H20 2 2CH:COCH:]?) und das Aceton 
geht durch Selbstkondensation oder durch Kondensation mit Has 
oxyd in Isophoron 


CHECEOU. 

OC NC 
2e A 

CH>—C(CH5 


über. 

Die nach Komppa*) bereitete 8, 8-Dimethylglutarsäure wurde 
in wenig Wasser gelôüst und mit heiB gesättigter Bariumhydroxyd- 
lôsung genau neutralisiert. Das beim Einengen sich abscheidende 
schün krystallisierte Bariumsalz wurde heif abfiltriert und bei 
120° vollständig getrocknet. Die Destillation geschah aus einer 
Retorte von 100 cem Inhalt, die mit einem Kühler verbunden war; 
es wurden immer Portionen von je 15 g Salz, das mit dem gleichen 
Gewicht Seesand vermischt war, auf einmal destilliert, im ganzen 
185 g. Es wurde rasch angeheizt und dann 20 Minuten stark er- 


1) Bemerkenswert ist die Analogie zwischen dieser Spaltung und dem Über 
gang des camphersauren Calciums in Campherphoron: 


CH,—CH G00 RCE Le etre tes 
| Île 
C(CH;) . Ba — C(CH3) 


| NS 
2 e C(CH3)> > CO — CO 
| ee Le 
CH;—C———Co0 CH, —C— CH,—CH— 
| | | 
CH; CH; CH; ; 
2) DaB dieser ProzeB wirklich so vor sich geht, haben wir durch besondere 
- Versuche, in denen wir feuchtes Mesityloxyd über erhitztes Bariumcarbonat de- 
stillierten, nachgewiesen. 4 
8) Ber. 82, 1422 [1899]. 
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hitzt; zunächst ging ein hellgefärbtes OL über, das einige Tropfen 
Wasser enthielt, später färbte sich das Destillat braun. Das in 
der Vorlage aufgefangene Material wurde dann fraktioniert; aus 
der ersten Fraktion bis 100° lieB sich bei weitem der Hauptanteil 
zwischen 56—70° übertreiben, er zeigte deutlich den Geruch des 
Acetons und einen stechenden Nebengeruch, der auf Acrolein hin- 
deutete. Die Jodoformprobe und die Legalsche Probe waren positiv, 
ammoniakalische Silberoxydlôsung wurde schwach reduziert. Der 
sichere Nachweis des Acetons wurde durch Bereitung des cha- 
rakteristischen Nitrophenylhydrazons geführt. Das aus wenig absol. 
Alkohol umkrystallisierte Nitrophenylhydrazon schmolz richtig 
bei 148—149° und gab richtige Analysenwerte. 
0,0945 g Sbst.: 0,1941 g CO, 0,0496 g H20. — 0,1751 g Sbst.: 
82,4 cem N (755 mm, 17°) 
Co Hi1 Oo N3 Ber. C 55.94 H 5,74 NN 21,76 
Gef. C 56,04 H 5,87 N 21,65. 

De zweite Hauptfraktion von 100—144° roch deutlich nach 
Mesityloxyd, mit Quecksilberchlorid lieferte sie, genau wie Mesityl- 
oxyd, eine weife, in Nadeln krystallisierende Additionsverbindung, 
daneben trat eine geringe Abscheidung von metall. Quecksilber 
ein. Zur Identifizierung des Mesityloxyds eignet sich nicht das 
Semicarbazon, da dieses in zwei isomeren Formen auftritt, die 
schwer von einander zu trennen sind. Wir haben darum die ge- 
samte zweite Fraktion, in der wir das Mesityloxyd vermuteten, 
mit kolloid. Palladium hydriert und dadurch das Mesityloxyd in 
das Methyl-isobutylketon verwandelt und dieses dann durch sein 
Semicarbazon charakterisiert. Das Semicarbazon wurde in schônen 
silberglänzenden Blättchen vom Schmp. 127° erhalten, die mit 
dem Semicarbazon eines synthetisch bereiteten Methyl-isobutyl- 
ketons keine Schmelzpunktserniedrigung gaben. 

3,520 mg Subst.: 0,829 cem N (726 mm, 20°) 

C7 Hi5 ON: Ber. N 26,74 gef. 26.21. 
Die dritte Fraktion zwischen 145—200° war ziemlich gering, sie 
wurde mehrfach analysiert und gab im Durchschnitt 76,28 % C 
_ und 10,45 °/o H. Diese Werte liegen etwa in der Mitte zwischen 
. den Werten für Mesityloxyd und Phoron; ein krystallisiertes Semi- 
carbazon konnte aus dieser Fraktion nicht isoliert werden. 

Die 4. Fraktion zwischen 200—240° war beträchtlicher, sie 
war goldgelb gefärbt. —— 
0,1776 g Subst.: 0,5080 g CO, 0,1584 g H20. 

CoH140  Ber. C 78,20 H 10,21 
Gef. C 78,03  H 9,98. 
1* 


= Die Analyse stimmt gut auf einen Stoff von der Formel 
CoH1:0, ein Phoron. Aus dieser Fraktion erhielten wir beim Be- 
handeln mit Semicarbazid Krystalle, die nach zweimaligem Um- 
krystallisieren bei 187—188° schmolzen. Phoron gibt mit Semi-. 
carbazid ein krystallisiertes Semicarbazid- Semicarbazon !) vom 
Schmp. 221°, Isophoron gibt nach Knoevenagel ein Semicarbazon ?) 
vom Schmp. 1862. 


Unser Stoff ist nach der Analyse ein Semicarbazon, hôchst 
wabrscheinlich dasjenige des Isophorons. 
3,476 mg Subst.: 7,865 mg CO, 2,590 mg H2:0. 
Cio Hiz ONs Ber. C 61,47 H 8,77 
Gef. C 61,73 H 8,34. 


Um ganz sicher zu gehen, haben wir den Rest der 4 Fraktion 
katalytisch hydriert und aus dem hydrierten Material in der üb- 
lichen Weïise ein Semicarbazon bereitet. Dieses schmolz nach 
mehrfachem Umkrystallisieren bei 207°, während für das Semi- 
carbazon*) des Dihydro-iso-phorons der Schmp. 204° angegeben 
ist. Die Analyse bewies, daB der Stoff Cs H:140 bei der Hydrierung 
nur 1 Mol. Wasserstoff aufgenommen hatte, wie dies für Isophoron, 
aber nicht für Phoron zu erwarten war. 
3,926 mg Subst.: 8,780 mg CO», 3,445 mg H20. — 3,439 mg Subst.: 
0,651 cem N (726 mm, 20°) | 
© CioHisON3 - Ber. C 60,87 - H 9,71 N 21,31 
Gef. C 6101 EH 9,82 N 21,07. 


IL Hexa-hydro-o-phtalsäure. 


Beim Erhitzen des cis-Hexahydro-phtalsäureanhydrids im Robhr 
auf etwa 380° wird Kohlendioxyd PE das dabei ent- 
stehende Radikal C; H:00 


(. CE CH 
e dE NX | 
HC H—CO\ HC CH—CO 
ES DO CO Le] 
HC  CH—CO HC CH 
ve Le 
ÜHe Ce 


_ künnte sich vielleicht umlagern zu einem Keton von der Formel 


1) Ber. 36, 4382 [1903]. 
2) Annalen 297, 189 [1897] 4 
3) Annalen 297, 199 [1897]. 


 (Ber. 28. 739 [1895]). 


Die Untersuchung hat indessen ergeben, daB ein solches Keton 
nicht entsteht; selbst die niedrigste Fraktion des erhaltenen Re- 
aktionsgemisches siedet über 200° und besitzt ein Molekulargewicht 


- von 163; die Hauptfraktion zeigt ein Molekulargewicht von 194, 


also beinahe das Doppelte des für C7H100 berechneten Wertes 110. 
Augenscheinlich findet ein Zusammentritt zweier Radikale C7 H100 


statt:) 
CH: CO pe ces de 
Le A 
H: ea 7 ce HC CECH TR 
F2 DAS die Guen PA Sa 
HC CH CHCH HC CH CH CH 
A CE LENS à 
CE CO CH CH2 CO CH 


Das so gebildete Dodekahydro-anthrachinon ist allerdings bei der 
_ hohen Temperatur nicht beständig, es spaltet Wasserstoff ab, der 


wenigstens zum Teil zur Reduktion der Ketogruppen verwendet 


1) In ganz ähnlicher Reaktion entsteht aus dem bernsteinsauren Calcium 
beim trocknen Erhitzen in geringer Ausbeute Cyclo-hexan-1,4-dion 


US ne. 
CH, De L 4 : CH, H,C CH, 

| | Des + RE Î PE | 
> No ET Hum 

Co K L 


6 A. Windaus und M. Ehrenstein, 


wird. Unter den Zersetzungsprodukten des Hexahydro-phtalsäure- 
anhydrids haben wir schlieflich nachgewiesen beträchtliche Mengen 
des gewôühnlichen Anthrachinons, ferner einen Stoff Ci14 H16 O, in 
dem wir ein hydriertes Anthracenderivat von der Formel 


ee CH: CH CH: CH ce 
{ A) ANA NAN 
HC CH C D H:C dat CH 
li Ste sr oder ee] AAC Ne 
HC CH C CH HC CH C CH 
AN ue 
CH? CO Ü CH: CH CH 


vermuten und endlich in der Hauptsache ein Gemisch hydrierter 
Anthracene, das wir nicht vollständig in seine einzelnen Bestand: 
teile zerlegt haben und in dem die Kohlenwasserstoffe C11 Ho und 
CisH>2 vorzuherrschen scheinen. 

Zur Darstellung der Hexahydro-o-phtalsäure haben wir den 
Weg über die Tetrabydro-o-phtalsäure eingeschlagen. Diese nach 
den Angaben v. Baeyers!) bereitet wurde bei Anwesenheit von 
Platinschwarz hydriert und dann in das cis-Hexahydro-phtalsäure- 
anhydrid verwandelt. 

Je 8 g des ganz reinen Anhydrids wurden im Rohr 8 Stunden 
auf 375—385° erhitzt; beim Offnen des Rohrs zeigte sich starker 
Druck. Der Inhalt von neun Rohren, ein gelbbraunes schwach 
fluorescierendes Ül, wurde dann in Âther gelôst und einige Zeit 
mit verd. Natronlauge durchgeschüttelt. Die Natronlauge nahm 
nur kleine Mengen Hexahydro-phtalsäure auf; die ätherische Lüsung, 
die die neutralen Bestandteile enthielt, wurde zur Entfernung ge- 
ringer Spuren Natronlauge mit verd. Salzsäure durchgeschüttelt, 
dann wurde der Âther abgedampft und der Rückstand bei 20 mm 
Druck fraktioniert destilliert; bis 140° gingen nur wenige Tropfen 
über, die Hauptmenge des Materials war in den Fraktionen 175— 
200° und 200—230° (20 mm Druck) vorhanden, die Fraktion über 
280° war geringer. Aus der Fraktion 140—175° schieden sich im 
Verlauf einer Woche Nädelchen und Blättchen ab, die Fraktionen 
175—200° und 200—230° erstarrten bald krystallinisch, auch die 
Fraktion über 230° schied eine kleine Menge Krystalle ab. Die 
Krystalle wurden abgesaugt und mit kaltem Methylalkohol aus- 
gewaschen und dann mehrfach aus siedendem Methylalkohol um- 
krystallisiert. Die Krystalle aus der Fraktion 175—200° waren 
weif und schmolzen gegen 100°, die Krystalle aus den hüheren 
Fraktionen waren gelblich und schmolzen unscharf über 200°. Sie 


1) Annalen 258, 198 [1890]. 
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 zeigten die charakteristische Anthrachinonprobe von Liebermann. 
Zur vollständigen Reinigung wurden sie mehrfach mit siedendem 
Petroläther ausgekocht und der unlôsliche Anteil aus siedendem 
Eisessig umkrystallisiert; auf diesem Wege wurden hellgelbe, sehr 
schône Nadeln erhalten, die wie Anthrachinon bei 277° schmolzen 
und bei der Analyse richtige Werte lieferten. 
3,569 mg Subst.: 10,550 mg CO, 1,310 mg H0, 
Ois Hs Oo Ber. C 80,75 H 3,87 
Gef. C 80,64 H 4.11. 
Die weifen niedrig schmelzenden Krystalle aus der Fraktion 175 
bis 200° waren in Petroläther ziemlich leicht lôslich und wurden 
durch häufiges Umkrystallisieren aus Methylalkohol rein erhalten; 
sie schmolzen bei 97—98° und bestanden durchweg aus schnee- 
. weïfen Blättchen. 
3,884 mg Subst.: 12,000 mg CO:, 2,795 mg H0 
Cia Hi O Ber. C 88,95 H 8,06 
Gef. C 84,29 H 8,05. 

Nach môglichster Abtrennung der krystall. Produkte wurde 
das zurückbleibende Material bei gewôhnlichem Druck fraktioniert 
destilliert und zwischen 200—370° in 8 Fraktionen zerlegt. Aus 
der Fraktion 340—370° konnte nochmals Anthrachinon abgeschieden 
werden, in der Fraktion 320—340° fand sich ein Stoff, der eben- 
falls auf Cu Hi6O annähernd stimmende Analysenzahlen lieferte, 
aber einige Grade hôher schmolz als der oben beschriebene. Die 
anderen Fraktionen blieben flüssig, sie waren sämtlich sehr arm 
an Sauerstoff. Die Fraktionen bis 245° wurden durchanalysiert. 
5 Analysen gaben nahe bei einander liegende Werte, im Mittel 
86,78 % C und 11,80 H, 1,42 °J Sauerstoff. Molekulargewichts- 
bestimmungen als Mittel 166. 

Die Fraktion vom Siedepunkt 245—255° ergab 87,9°/o C und 
11,2% H, 0,9% O; Molekulargewicht 194. Die Fraktionen bis 
270° zeigten ähnliche Werte, der Wasserstoffgehalt war um 0,3°/0 
geringer. 

Die Formel C:14H22 eines Dodeka -hydroanthracens verlangt 
88,4% C und 11,6 ° H und ein Molgewicht von 190. Eine ge- 
ringe Beimengung des Stoffes C4 Hi6O hat die Kohlenstoff- und 
die Wasserstoffwerte etwas heruntergedrückt. 


Über Dirichlets Teilerproblem. 
Von | è 4 
Edmund Landau. É 
(Zweite Mitteilung.) se ; RE 
Vorgelegt in der Sitzung 9. Dezember 1921. 


Einleitung. 


Herr Rogosinski hat in seiner Dobtedee en 1 die 
Methode meiner dritten Mitteilang Über die Gütterpunkte in einem 
Kreise?) weïtergebildet; er hat dadurch zum ersten Male mit den 
Mitteln der reellen Analysis die Voronoïsche Identität für die 
Anzahl v(x) der Teiïler aller natürlichen Zahlen = x bewiesen. 

Analog wie ich erst im Anhang meiner Arbeit den tiefliegenden, 
‘aber zum Nachweïs der expliziten Formel für A(x) — Dr RE 

LT EE é ; 
unerheblichen Satz V festgestellt hatte, durfte Herr Ro pue Ÿ 
für seinen Zweck die Frage offen lassen: ù 
Es sei @ das Dreieck ë ER 


(1) O<u<S, 0<v<Âu 


mit O<9<1, 10,18 <1, 3 = 


La 


(2), P(a, b) = ff cos 2axucos2brvdudv  (a,b ganz), 
Q(m) = > P(a,b) = P(0, 0)+2 > P(a,0) 
lab] =»: ET) a=1. 2 NUE 
(3) lal=m, [bo] =m x 
m E Se 1 À : F RE 
+2 > P(0,b)+4 D #-P(a,b): RE 
\ b—1 es Fe ES 
» 0 


1) Neue pi. der “Pfeiferschen” Methode bei Dirichlets Téerproblen 
(Gôttingen, 1922). 
00.12) Diese Nachrichten, Jahrgang 1920, de 109134. 


_& | lim Q(m) 
m —= CO 
vorhanden ? 
Auf Grund der Rogosinskischen Sätze hängt es nur von 


der Beantwortung dieser Frage ab, ob bei ganzem x —1, wenn 
G nicht (1), sondern das Gebiet 


(5) RS PS a OU ee 


bezeichnet und P, Q durch (2), (3) definiert bleiben, der Grenz- 
wert (4) existiert. 
Ich werde nun für das Dreieck (1) in der Tat die Existenz 

von (4) nachweïsen, mit dem überraschenden Ergebnis 

RO lim Q(m) — 
= m —= CO 

also von À unabhängig; während bei der Bedeutung von Q(m) in 

meiner erwähnten Arbeit (kreisfrmiges Summationsgebiet in der 

a, b- Ebene) und bei quadratischem Summationsgebiet *) sich der 
._ Grenzwert zwar als vorhanden, aber von 1 abhängig herausstellte. 
In Verbindung mit Herrn Rogosinskis Sätzen gilt also bei 
| ganzem x > 1 für (5) (wenn T'(x) die Teilerzahl von x ist) 


| lim Q(m) = v(x)—41T(x)—x+t, 


-__ also wegen 


HA 
P(0, 0) =f[ (F—1)du re ed. 
il 


e 


sin TU 


m < ALES 
PO,0)+2 3 PO) = f ÉPUEE(E 1) 
£ de] 1 


z = 
P(a, b) el cos 2aaudu [ cos 2b x v dv 
L 1 


1E 2 . 2bxx 
— ai | cos 2axu sin 
LA 


du (a=—0, b=>0) 
schlieflich 


3) Neue Untersuchungen über die Pfeiffer sche Methode zur Abschätzung von 

- Gütterpunktanzahlen {Sitzungsberichte der Kaiïserlichen Akademie der Wissen- 

_ schaften in Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. CXXIV (1915) 
Abt. ILa, S. 469—505], S. 482. 


He … 
Edmund Landau, 


À | x 
EG) + T(a = PE 


x 2 
OO De 
+ Due M ru 
1 : 


dt. 
m— 1 b}m 

d 

s1 | Ve 

| Hilfssätze. are 

Es seien 1 und © feste Zahlen der Art, da 1=0,0<@<1; 1 
weiter seien a, b und » ganz. Sr 

Hilfssatz 1: Es sei 1<a<\VAm Es werde gesetet 
m 2 24 , 
de Ë = a(2u+1+ + Us = a(2u+1- 1) 


= Wim —a: 


Dann ist bei wachsendem m gleichmüflig in a 


1 = f cos Er 0 cosu,v 
à 


sin 7 v 
(7) po 
& 
(8) re Au el —) fr 1 
| . ARTE Q= 
mn x 


Beweis: 1) Wenn x, (desgl. später x, bis x) eine positive, 
nur von 4 und @ abhängige Konstante bezeichnet, ist 


Wi<u, <a(2m+1+24/) cum; 
für vZ0 ist daher | 
Icosu,v—cosu,v| <fcosu,v—1|+|cosu,v—1] <u,v+lu,|o <2x,mv. 


Also ist im Falle pe. 


2 . . ‘ 


HAE Qu, [M Le, 
0 


sin TV 
(n Falle ob | EEE 
| 2m ne de en 
| gs ® 
H<x+ f us d<n+s f re (Em) 


2m 2m. 


2) + sei = > 4. ons ist 


f. m m m 1 
nt — 1 = = ——— —-1 
1 Mile Nimes 4 ie 
É = À 
m |. À DE 

; u > u, > 2x| +) 
: ? ; À AS 
+ und Ex — 0 ( 
D U ; LU q 
_  gleichmäfig in C wie alle derartigen Abschätzungen. 
; .  Daher ist in 
ie Ô PE 
à 1=2/f cosuv—cospv à 

È Ta tp] e 

@ 1 - 
+f (eos uso — cos po) 2) de = 1 +1 


nach dem zweiten Mittelwertsatze 


| A o(S) 
Andererseits ist 


[©] De (©) Es 
= | ES 1 a f Eu 1 
0 0 | 


=f" cosé— 1 af # EE a 
= t t sé t 
rs OP Ou Ou 


1 1 
) L _ dt 1 LUTTE ++ dt 
q d q U 
lus 1 a 
2x MED NEUES 
ê) f' a 
10 
) 4 m (2 : 
a À 


(da Le me ae und unten um Hô litent + verschoben wurde 


und nr en ist) 


ANT 
= 0()-18 RU 


Daher ist 


Hilfssatz 2: Es sei 1Zb = me Es werde gesetzt 
es l D. = FO LA UD be 700 LL ON) 


Dann ist bei wachsendem m gleichmäfig in b 


( Fute | 
COS ,U — COS v,U 
Pas rade DAT 7 &X el 

û _sinTu SEE SUR 


Tee 
SA ra 1 m 1 
(10) Dr für Et 


Beweis: In Hilfssatz 1 werde 4 durch _ a durch b ersetzt. 
Hilfssatz 3: Es sei 1 <a<\im. Es werde gesetet 


m 24 2a\ 
(RS (A Ve a(26+1+<%), Qr — a(2e+1-<€) 


g = Vim— a. 


Dann ist bei wachsendem m gleichmäflig in a 


(2) PR Rpe 
Te : COS @, 0 — COS @,Ÿ Fa 
0 


O(log m), 


sin Tv 
(1) _ [O(bogm),. 
Te ere ES 
(12) = de Nr 6e 
mort 
| Beweis: 1) le <e <x(2 SAR Er 


4. 8. f. wie bei Hilfssatz 1. 
2) Es sei 9Z21. Dann ist : 


ei-a>(ÿ-1)2-4 = 4j —À # 


É . (1 
: (2) FA F — 
Te = f COS 0, ? — cos E a+ 0(—) 2 = [#7 La of) 
0 ? 7 q/ 


m a 
— + 4 M D Le 
al FA +0f1) = “Re rE+0() 
Ve L'RAES z ; 
ta à inst 
2 : Vr+ a - 
42 Fe 1 
HAVE ETE +0() 
ei 
8 2. 


Beweis des Satzes (6). 


Bibl VV, Vs 0 0, ©, haben die Bedeutung aus den Hilfs- 
_ sätzen 1, 2, 3 Dann ist 


Qm)=, 2 P(0,b)+2 XX. > Fee 2 -Fiat 


+ ME 1£a= Vin p<T 
; Pr 


TP ont Cp S  P(a,b) 


isieVe us cHEVmy<yr 


= 8,+28,+8,+28,—S,. 
. si ? sin (2m+1)æ0 a fan 


sin Tv. 


0] 
ER 
4 sin (2m+1)zv Ÿ 
ei sin xv fo Je 2 
De tr 2: te 
, 3 Lesevie 2 
Æ(a) = De RE steine of” cos 2 a x u du 
A UE? NE . Y0 w . KE 
; À 


sin Fe sin (2u + 1m 
2ax 0 sin CARS 


PT cm 
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1 19 Sin (2u+1l)ævsin _. 
il ee = (+R. 
__ sin2ax9/1 AL __ sin2ax$ 1 
Fe 2ax Ë ren) 7 4ax +0(5) 
D ÉG)= sin2ar® 2 A0 
1< a < im EE | 4ax - 8 4 
Le (D fi CURE eee 
re a J sin Tv ; 
(7) wird für VAm—1<u = Vim angewendet, (8) sonst. Das gibt 
& 
QE 
RO de 
1<a=<Vim FPE à = Vam AN SES 
m 
+0{ S 1 de ! 
1<a<Vim—i * Vim—a Ve 
1 sh LE 
1<a<Vim—i % Vim—a 1<a <3V1 Vn 
+0| : +>0 
4 Vin < a £ Vim —1 Vm Vam — a 
Vi 3 
de (D RO f re tig c0 
1<a<Vim 0 J 
1 2 
— ns Le RE de. 
T 2 1 
4) Denn, weil (y) — = Lo ane = AT + _ +.) für 0<y< VA 


monoton wächst und in y — V4 logarithmisch unendlich wird, ist 


Vi), 244$ 


5 Lg _ 
a=1 horse 
ee ren ne] 
mn, Ferté 0e pos 
Vim—1 ï 1 
GA (7) ee 4 


[VTm —1] 
Frs Vn co f° p (y) dy. 
0 


: 


: HÉCRES RE à AN UE 
AL 0 


CRT OR & 1e oh #2” 
0, : (fain@mtl)re ,: en re ee ee 
SE 7 = sin Tu au [” Lea if” sin Tu u du —0. 4 > 
RS — > . s0) d 
4 dE ? m - * à 
à. | Let Au s 
S&—= ZE Paù = f | cos2bævdo À 
la » ne sin Tu à 13 
FRANS peines ds 
7, 20% _sinTu fe 
N 1" 
EURE f COS WU COS VU } à 
7 Abx sin Tu _ a 
PNR ) and (0 D des 
| | | er 
— + — 
D ben 
à: & HAT PSE 
STE Ne Am 
+0 S . de. +0(*8") 
Rate RS Ve ve 
nr NM QU ÿ 
, 1 | 
l —+Yÿ 
le 1 À AE RS PE 
EE) = met 
3e J PURE à ie J log ; 
À 
8 (O)+2 ZX W(a), 
<a Vim 
Ÿ 
W(a) = f" AU EE ae [ cos 2aru du. 
sin Tv 
0 v + 
" | ve 
"W(0) — Th sin tt 2 (0-2) « FEAR 
5 sin Tv pi 2 


Le 


2 , 
Integral — T ist, ist unerheblich. 


SN 
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dv 


sn2axÿ Fe sin (20+1l)rv 
2ax J,. sin Tv 


Wu) = 


19 Sin (20 +1l)xvsinm sue 


_ 1 Î — - dv 
2ax À | sin xŸ 


2ax |\2 4ax CTETE 


Vm 
Nach (11) und (12) ist also 


2 W(a) — Dr + 0 


1<a< Vin 


+0| | - ren 


1< 4 < Vim— 21 


: 1ù =, : 
__ sin2ax® (2+ o())+ 1 f “ee Q,v TUE 7. 
0 


“singes 1 FVi1, Viry, 
De 20 rt er nme C 
1 4ax -4x 4 Vi—y 


Über die Diskriminanten total reeller Kôrper. 


Von 
Carl Ludwig Siegel in Gôttingen. 


Vorgelegt von E. Landau in der Sitzung vom 25. November 1921. 


Eine der wichtigsten Anwendungen des Satzes von Min- 
kowski über homogene lineare Formen ist der Beweis der Tat- 
sache, daf die Diskriminante d jedes algebraischen 
Zahlkôrpers vom Grade »n 2 durch mindestens eine 
Primzahl teilbar ist. Bei dem Versuche, den algebraischen 
Zahlkôrpern Ausdrücke nach Art der Polynome von Bernoulli 
zuzuordnen, fand ich eine für jeden total reellen Kürper gül- 
tige merkwürdige Identität, aus welcher für seine Diskriminante 
unmittelbar die Ungleichung d = 1 folgt. 

_ Es sei À ein total reeller algebraischer Zahlkôrper vom Grade 


n = 1, d Z 1 seine Diskriminante und &,, ..., ©, eine Basis von Æ. 
a = 1) ) ñ 

Die n Konjugierten irgend einer Zahl « aus À môügen mit «°°, ..., a” 

bezeichnet werden. Bedeutet nun (9) die zu (of) (4 — 1,..., »; 


1 = 1,...,n) reziproke Matrix, so ist bekanntlich @,, ..., ©, Basis 
eines (gebrochenen) Ideals . aus À; das (ganze) Ideal d heift 


Grundideal und hat die Norm d. Der kürzeren Schreibweise 
wegen benutze ich die Zeichen N (Norm) und S (Spur) in Verall- 
gemeinerung ibrer üblichen Bedeutung; es treten nämlich in der 
Rechnung drei Reïhen von je # Variabeln 5%, w%, 3° (k — 1,...,n) 
auf; ist dann F eine (stets explizit angegebene) Funktion von 
s, w, æ, so bedeutet das Zeichen NF, daB in dem expliziten Aus- 


druck von F die Variabeln 5, w, x und alle vorkommenden Zahlen 


von À simultan die oberen Indizes (1), ...,(#) erhalten und die n 
so entstehenden GrôBen miteinander multipliziert werden. In ana- 
logem Sinne wird das Zeichen SF benutzt. 

Die oben erwähnte merkwürdige Identität lautet 


o 


ÿ ae Da): 


TÀ 


: h} 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1922. Heñt Fe 2 
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wo À alle von 0 verschiedenen Zahlen des Ideals = durchläuft. 


Die Formel (1) wird sich als Spezialfall einer andern ergeben. 
Ist nämlich a ein (ganzes oder gebrochenes) Ideal, so gilt identisch 


in » reellen Unbestimmten «4, ...,4*, deren Produkt zwischen 0 
und Na liegt, 
@) AA RASE (Re) ©=Nx< No) 
Nx xÀx TE RE 
ab 


wo À alle von O verschiedenen Zahlen von _ durchläuft. Für. 


den Kôürper der rationalen Zahlen besagt diese Formel, wenn noch 
a — 1 gesetzt wird, 


a — x % fsinxla\ D cos2xix —1 ol 
2 oh 7) F2 2(xl) O<x=1); 
das ist aber die bekannte Fouriersche Entwicklung des ersten 


Bernoullischen Polynoms ET. 


Für einen reellen quadratischen Zahlkôrper mit einer durch 
4 teilbaren Diskriminante d — 44 liefert (1) die Identität 


ei ed) : 
(3) ee DA em ON 


me AP 


hierin durchlaufen «a, b alle Paare ganzer rationaler Zahlen exkl. 0,0. 

Daf die in (1), (2), (8) auftretenden unendlichen Reïhen kon- 
vergieren, wird sich im Verlaufe der Rechnung ergeben. Dort 
wird auch noch eine Verallgemeinerung von (2) mitgeteilt (die 
Formel (16)). 


Hilfssatz. Es seien 5%, ..., s® » Zahlen mit positiv-reellen 
Teilen, w®,...,w® mn reelle Zahlen; ferner sei a ein Ideal des 
total reellen Kôrpers X. Dann ist 
(4) DS e=S(uls—-2riu) DEN 

alu ‘ / 


nl 0 1 s 
 NaVa 2 er ES CICEn) 
ab 


1) w durchläuft alle Zahlen von a, 4 alle Zahlen von en Die Formel (4) 


tritt auch in Untersuchungen von F. Bernstein und E, Hecke auf; Herr 
Bernstein hat sie mir im Juli 1920 mitgeteilt. 
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Beweis. Es sei «,,...,«, eine Basis von a. Ich führe » neue 
reelle Unbestimmte #,,...,{, ein und setze 
(5) | E0 = Ho ++, 0 TS PAL 


Cerf. Ne pole es 


Diese Reiïhe ist offenbar nebst allen gliedweise genommenen Ab- 

leïtungen nach #,,...,f, in Bezug auf diese Variabeln gleichmäfig 
konvergent. Die Funktion f({) hat also Ableitungen jeder Ord- 
nung in allen Punkten des {, ...{,-Raumes, welche von den Gitter- 
punkten verschieden sind, in diesen selbst aber als Funktion jeder 
einzelnen Variabeln rechte und linke Differentialquotienten; denn 
das gleiche gilt von jedem Glied der Reïhe. Da ferner f(#) in 
t,,...,t, je die Periode 1 hat, so gilt die absolut konvergente 
Fouriersche Entwicklung 


+ 09 + 00 ; 
f() — > 2 0 >> Am LPS eri0mt +. + Mn bn) 
M = —00 My = —0Q " 


Die zu (af) reziproke Matrix (A?) (4 =1,...,n; 1—1,...,") 


liefert eine Basis À,,..., À, des Ideals .. Der Ausdruck 


= MA; atom À, 


durchläuft alle Zahlen dieses Ideals, wenn #,, ...,", alle ganzen 
rationalen Zahlen durchlaufen. Beachtet man also die aus (5) fol- 
gende Gleichung 


n n n 
mb ut, = À M D EAP = D EPA0 = S(E1) 
I NO | EE 
und schreibt zur Abkürzung À, Statt À , S0 ist 
Mir Mn 


Qxi S(É1) 


(7) FE = 2 Aje 
à fe 
Der Koeffizient À, bestimmt sich aus 


Silu+£s-2mi(u+ 8 w RL 


QE 
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Nun ist o lu, also S(uÀ) ganz rational, so daf im zweiten Faktor 


des Integranden £ durch u+Ë ersetzt werden kann. Ferner ist 
nach‘ (5) 


a) (n) 13 
en) = él = # Move 
Führt man £®,...,£% als neue Integrationsvariable ein, so wird 
daher 
À; === Jef ee ER Pas cs =) 
ap Re dr SE 
Na\d . 
(8) age | 
(ee) 2 00 ; 
Êqe N(f ee Piaf se #4 
Na\d 5 À 


Abe | 1 4 1 ) 
Na\d ee s+2mi(w--À)) 
Aus (6), (7), (8) folgt für £ = 0, ...,£"? — O0 die Behauptung. 
Beweis der Formeln (1), (2), (3). . 
Es seien x, ...,4" n positive Zahlen. Ich multipliziere die 
Gleichung (4) mit N bar und integriere über jedes s von 1—coi 


bis 1+coi auf geradem Wege; dann ist also 


1 1+ooi 1 Let) € nds 
PA aa RPLr 


CO? late | 
] es 1 
CE MS a 
ad 


ds (1), ds" — 


1 1 fe 1 Es 
Na\Vd 2x%i fase 2xi Tue 


COQ 


1 (NIET EN) 
à RE S+2xiQu— hi ds | 


/ 
Nun ist aber der Ausdruck 


1+ooi 
1= | 
FE ; S 


—CO1 


l+ooi : æ 
_ lds| < c,e =\8) 
Éd 0) 


î 


M mie taie ag 2 


TT 
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wo :à nicht von w abhängt, und die Reïhe Se Pl | konvergent; 
so daf auf der linken Seite von (9) Summation und Integration 
vertauscht werden kônnen. Ferner ist 


1+ooi 
£, os Sri S+2mi(w —1) as D 
re 1H —2n (01) | 1+HiG+2n(w—-1)|1+6 
wo €, (ebenso weiterhin c,,...,c,) nicht von 4 abhängt. Für 
2x|w—A1| — r < 1 ist dann 
(10) 1, < 6, 
für 2xlw—1| = r = 1 aber ist 
1+é see Fo de "| 
Lemif 5 nee) ee EE À ——<h 
CEE) 1 I Jit-ntre) 
also mit Rücksicht auf die drei Abschätzungen 
T—]1 07 1 
J CRD TEE Li A(+logr) +, 
ed CA 
Le 1+#  r? 
Ke dt 1 
an ace <%(l+logr)-, 
1e CPE) ï 
(11) He Se 
Sind nun g,...,q" irgend # natürliche Zahlen, so haben die 


n simultanen Ungleichungen 
| go = An|w | go +1 G—=1,...,%) 
hôchstens c, Lüsungen in Zahlen 4 des Ideals Le wo C, nur von 


a abhängt. Man benutze (10) für r < 1, (11) für r Z1, dann 
wird 


n D 1+log(g®+1 
E NU) <a Il (o+c > LE a 


su ARS) q 
ab + 


a 
PS 


dr ETA 
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Folglich darf auch auf der rechten Seite von (9) Summation und 
Integration vertauscht werden. Daher gilt 


2æiuw  hlLooi (&@—|ul)s 
(19) >Les L a 5 
1 


Dani ; 
—O01 


4. | 1 1 + oo: es 1 1 : 
NaVa a HE fes s? me er … C 


ab 


Bekanntlich ist für reelles a (wie aus dem Integralsatz von | 
Cauchy sofort folgt) Ê 


; 1 l+ooi as a für a = 0 
@$) si J Ar ner É für a < 0; '. 
— CO7 


ferner ist für b + 0 die Funktion 


ÉREL 1: 2e" 

FA s (: ES VE + 7 65 

in der ganzen s-Ebene regulär bis auf Pole erster Ordnung bei 
s = 0, s = +b, s — —b mit den Residuen _. 2, _. , also 


für positives x und rein imaginäres b + 0 


w  _t\ 
1 1 +oo: ee t +: à 2 a 2 
(5) Î 5 + ie A Len | à 
2zxi. 1—coù —d s+b b 
Nunmebhr seien die » reellen Zahlen w°®,...,w‘° zunächst so be- 


schaffen, daf für keine Zahl 4 des Ideals ee eine der # Difre- 


renzen w®—4%,,..,w%—2% verschwindet. Benutze ich dann 
(13) mit a — x—|u| für die linke Seite von (12), und (14) mit 
b — 2zxi(w—2À) + 0 für die rechte Seite von (12), so folgt 


do à NÉE ID} = À (RE 0e), 


nie HA) 

hierin bedeutet das Zeichen [u] < x, daf u nur diejenigen Zahlen … 

des Ideals a durchlaufen soll, für welche die n Differenzen 
Ru”. — lu] positiv ausfallen. Auf der linken Seite ee 
von (16) steht also eine endliche Summe. Verschwinden einige “0% 
der Differenzen w%— 1% (4 — 1, ...,n), so hat man vor Benutzung 

der Formel (15) in dieser den Grenzübergang b —> 0 zu machen; 

(16) gilt also allgemein für beliebige reelle w, falls man einem 
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: ‘si — À 

Gliede 2 {x (w—2)x) 
a(w — À) 


Wert « zuschreibt. 

Aus (16) ergeben sich nun leicht die oben genannten Formeln 
(1), (@), (8). Ich setze w® = 0,..., w® — 0; dann geht nach 
dem soeben Bemerkten (15) tüiber in 


mit verschwindendem Nenner w—4 den 


1 sin x Àx\° 
D ES Ne-W= ITS El 
EE <£ . H 
wo À alle Zahlen des Ideals _ exkl. 0 durchläuft. Ist 4", ..., x 


ein System solcher positiver Zahlen, deren Produkt Nx = Na ist, 
so folgt aus |[u| << x die Beziehung 


0 = [Nu] < Nx = Na, 


also, da wegen alu die Zahl Se ganz rational ist, uw — 0. Die 


linke Seite von (17) reduziert sich also auf das Glied Nx, und 
es wird 


@) re. 14 > nee) (O = Nr = No). 
a Fe 
Ist speziell a das Einheiïtsideal und 2° = 1,..., x — 1, so 
geht (2) über in 
(1) Va = 1+ 5 NES). 
1 | x À 
cb 


Für den Kôrper der rationalen Zahlen ist d — 1 und jedes 4 ganz 
rational, so daf (1) nur 1 — 1 besagt. Ist aber X nicht der 
Kôrper der rationalen nt so enthält er gewiB eine ganze nicht 


rationale Zahl 4; dann ist +2 sin x À + 0, und nach (1) 


| Va > 1; 
womit für total reelle Kôürper Minkowskis Satz über die Grund- 
zahl bewiesen ist. 
Trägt man in (2) für 2, ..., 4% konjugierte ganze 
oder gebrochene Re sd llen ein, deren Norm po- 
sitiv ist und Na nicht übersteigt, so stellt die unend- 
liche Reihe stets eine Zahl aus dem durch V4 erzeugten 
Kôrper dar. Bei Fortlassung der Beschränkung Nx = Na ist 
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ihr Wert nach (17) eine Zahl desjenigen Galoisschen Kürpers, 
welcher alle zu X konjugierten Kôrper enthält. 

Ist X speziell ein reell-quadratischer Kôrper, dessen Diskri- 
minante d — 44 durch 4 teilbar ist, so ist d — (27), und alle 
-ganzen Zahlen von X haben die Form a+bV mit ganzen ratio- 


nalen a, b. Trägt man dies in (1) ein, so wird 
EE LAS A PT a : 
sin — | +b)sin = [|[— +» 
we. > | 4 ) 3 ( | 
2VZ =1+Y COR NN 
8. (GC) 
2) (7 + 
za 
2 COLE ES —1) à 
IL = { Va "| 
a, b a— AV" | 


wo «a, b alle Paare ganzer rationaler Zahlen exkl. 0, O0 durchlaufen. 
Das ist aber Formel (3). 

Es sei zum Schluf noch bemerkt, da auch für nicht total 
reelle Kôürper ähnliche Entwicklungen gelten, die aber nicht ganz 
die elegante Form der Gleichungen (1) und (2) besitzen. 


Neuer Beweis für die Funktionalgleichung der 
Dedekindschen Zetafunktion Il. 


Von 
Carl Ludwig Siegel in Gôttingen. 


Vorgelegt von C: Runge in der Sitzung vom 10. März 1922. 


Die beiden bisher bekannten Beweise !) für die Fortsetzbarkeït 
und die Funktionalgleichung der Dedekindschen und allgemeiner 
der Heckeschen Zetafunktionen benutzen den Satz von Dirichlet 
über die Grundeïinheiten eines algebraischen Zahlkôrpers. Bei der 
Definition der £-Funktionen braucht aber die Existenz von 
Einheiten garnicht vorausgesetzt zu werden. Es liept daher die 
Vermutung nahe, daf Dirichlet’s Satz zur Herleitung der Funk- 
tionalgleichung entbehrlich ist”). Letzteres soll nun im Folgenden 
gezeigt werden. 

Es sei K ein algebraischer Zahlkôrper vom Grade ».  Unter 


seinen Konjugierten seien die Kôrper Æ°,..…., Kk() reell, die 
Kôrper ARR HU TD (DE RE ar = nn) konu- 


giert komplex. Zwei Zahlenpaare x, 4 und w, » aus dem Kôrper 
môgen assoziiert heifen, wenn es in À eine Einheïit & gibt, so 
da xe — uw, 18 — v ist. Jedem der konjugierten Kôrper ordne 
ich eine positive Variable w° (h — 1,...,n) zu, und zwar je zwei 
konjugiert komplexen Kôrpern dieselbe Variable, so daB also 


Aa PR Er ae @—1,...,7,) ist. Bedeutet nun à ein 


1) Vgl. E. Hecke, Über die Zetafunktion beliebiger algebraischer Zahl- 
kôrper [Nachrichten von der Küniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Güt- 
tingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1917, S. 77—89] 

sowie den ersten Teil der vorliegenden Arbeit [Mathematische Annalen, 
Bd. 85 (1922), S. 123—198]. 

2) Herr E. Hecke gedenkt ebenfalls einen Beweis für die Fortsetzbarkeit 
der Zetafunktionen zu publizieren, der von der Theorie der Einheiten keinen Ge- 
brauch macht, vgl. die Ankündigung auf $S. 105 seiner Abhandlung Analytische 
Funktionen und algebraische Zahlen. IL Teil [Abhandlungen aus dem Mathema- 
 tischen Seminar der Hamburgischen Universität, Band I (1922), S. 102—126]. 
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Ideal aus X, so wird durch die Gleichung 


1 . ; 
D ; ; EE 2 25 1 
(1) (s; (7 a) D N{u|x] +[] ) (Rs — 1) 


wo #, À ein volles System von nicht âssozïerten durch a teilbaren 
Zahlenpaaren exkl. 0, 0 durchlaufen und N(u}x/°+14]) zur Abkür- 
n 
zung für [[ (w”x%/+14®/) geschrieben ist#), eine in der Halb- 
h—=A 


ebene Rs — 1 reguläre analytische Funktion von s definiert. Es 
stellt sich heraus, daf diese in die ganzes-Ebene fort- 
setzbar und dort bis auf einen Pol erster Ordnung 


bei s — 1 überall regulär ist. Setzt man der Kürze 
halber 
(2) p(s) = 27787 SN (s)1"?(2s) 


und bezeichnet mit db das Grundideal, mit d — Nb den 
absoluten Betrag der Grundzahl des Kôrpers XÆ, so 
genügt ®(s; «; a) der Funktionalgleichung 


NE REPRENRE 1 LEA 
(GB) w(9 @(s; u; à) = reg "0e (i-s ii 25) 
Dies ergibt sich ohne Benutzung der Theorie der Ein- 
heiten. Zugleich mit (3) erhält man die Funktionalgleichung der 
Dedekind schen Zetafunktion. 

Die Funktion ®(s; u; a) entsteht für den Fall des Kôrpers 
der rationalen Zahlen durch Spezialisierung der von Lerch und 
Epstein betrachteten Zetafunktionen‘). Es lassen sich aber auch 


3) Bezüglich der Bezeichnung sei folgendes bemerkt : 
Bei Y durchlaufen die durch a teilbaren Zahlen » und 1 alle nicht asso- 


a! (#,2) 
ziierten Zahlenpaare exkl. 0, 0; 
bei Ÿ ete (#) alle durch a teilbaren Hauptideale; 
al(# 


bei À durchläuft # alle Zahlen des Ideals a; 
bei 2 durchläuft # alle Zahlen des Ideals a exkl. % 
Ist Fu #) ein explicite aus einer Unbestimmten « et einer Ress # 


gebildeter Ausdruck, so sind unter NF bezw. SF die Fünktionen [ F'(u°, #0) 
À 


ñn x 
bezw. D Fu, 4) zu verstehen. Mutatis mutandis wird diese Bezeichnung 
= 1 


auch benutzt, wenn in F noch eine weitere Unbestimmte æ und weitere Kôrper- 
zahlen 4, w vorkommen. 
4) Vgl. z.B. M. Lerch, Studie v oboru Malmsténoyskÿch ïad à invarianté 
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alle ere h-Epstein’schen Reiïhen auf algebraische Zahlkôrper 
übertragen. Besonders einfach sind die Resultate für total reelle 
Kôrper zu formulieren. Sind z.B. 


2 2 
g" (a, A9) — nr u® x @) +90 PA] 1® = vw 1% (A 22 4; Kaje n) 


n positiv definite binäre quadratische Formen mit reellen Koef- 


zienten #, v, w und der Determinante — J = v°—uw, so ist die 
für Rs — 1 durch 
Ds; u, v,w; à) — N(p(x, 4) 
- (4, 4) 


definierte Funktion wieder in die ganze s-Ebene exkl. s = 1 fort- 
setzbar und genügt der Funktionalgleichung 


GTT(s))"D(s; u, 0, w; à) = 


WE = Ÿ TPE: 
FÉEP Dev'E 


1 x 4° n ( 
(OT (= s)) D(1— 5: 
rec Na (—s)) S; 


Um den Beweis der Funktionalgleichung der Dedekindschen 
Zetafunktion nicht zu komplizieren, beschränke ich mich im Fol- 
genden auf die Funktion ®(s; u; a) selbst. 


LEUR 
Sind æ°,..., 4°" n positive Veränderliche, die der Bedingung 


A+) = Qi tre) Rem.) genügen, so ist 


rs "El 


—zmsS(lA]x) _ 1 2 æ 5. 
) à" — NaVaVNe e. : ); 


hierin durchläuft À bzw. uw alle Zahlen des Ideals à bezw. . 

Es sei s eine Zahl, deren reeller Teil grôBer als 1 ist. SR 
man zur Abkürzung 

a (ri +72) 

ART STAR ARS. aX, 

FA A +") 


forem kvadratickych [Rozpravy Ceské akademie cisaïe Frantiska Josefa pro vèdy, 


_ slovesnost à umëni, 2. KI, Bd. 2 (1893), No. 4], 


P. Epstein, Zur Theorie allgemeiner Zetafunktionen [Mathematische An-. 
nalen, Bd. 56 (1903), S. 615—644, und Bd. 63 (1907), S. 205—216]. 
5) Zum Bevweise dieser Thetaformel vgl. die unter 1) zitierte Arbeit von 
Hecke. 
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. maltipliziert (4) mit Nx°e mr UE gi and AC über x°,. 


at tn) ; je von O bis co, so folgt | 


LI (ST (2s) 


5 N{u+lAP) ° — 
(5) ons DM u+ll) 
lu! 
1 [ NE = 5(ue + l#l) 
NE NET dX ®). 
Na Va 2 < : 
a l# 


Ich ersetze nun « durch w|x|* und lasse x ein System nicht asso- 
zierter von O verschiedener Zahlen des Ideals a durchlaufen; 
dann folgt aus (5) mit Rücksicht auf die Definition (2) von y(s) 
die Relation 


Li vG) > EM EU _ 
2 lu |? 
ii He Lis “e+ El) 
N. 
FA 


Bedeutet & die Klasse von Le so ist 
à N(ulxf)* — (Nu Na’) 6 (2s; À), 
(el 


wo £(s; ®&) die Dedekindsche ne der Idealklasse 8 
icdéutet: und setzt man noch 


(7) À È, N(ulx| +4) = ae u; à), 
so ist die ne von (6) gleich 
(8) v(s) (Nu Na’) *E(2s: R)+A(s; u: a}. 


Die rechte Seite von (6) ist aber, wenn die Integration bei dem 
Gliede mit u — 0 ausgeführt wird, gleich 


(9) Ce 1) (Nu Na) . 8) + 


1 
NaVa 


D ir È ax 
ns 1 
Pre 


6) Rechts steht also ein (+, + r,) faches Integral. 
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In (7) durchlaufe n x, 4 ein volles System nicht assoziierter Paare 
solcher Zahlen des Ideals a, die von 0 verschieden sind. Man darf 
also x und 2 vertauschen, d.h. es ist 


} 


(10) a (s; _ a) = NuwQ(s; u; a 


Nunmehr ersetze ich in (6) die Unbestimmten *« durch - und 


subtrahiere die so entstehende Relation von der mit Nu° multi- 
plizierten Gleichung (6), dann folgt mit Rücksicht auf (8), (9), (10): 


(11) ps) Na 'E(2s; R)(1 — Nu) — 


ss Lys #6 (2s—1; R) (Nu? — Nu?) + 


« | rares 
SNS frere dr * (aura. Loue el 
Na Vd af) 1° 
ab 


In dieser Gleichung ist nun der zweite Summand auf der rechten 
Seite eine ganze transzendente Funktion von s, wie man durch 
einfache Majorantenabschätzungen erkennt; es ist also die Funktion 
é(2s—1; À) durch 6(2s; &) und solche Funktionen ausgedrückt, 
die in der ganzen s-Ebene erklärt sind. Daher kann man ver- 
môüge (11) die Funktion £(s; R) successive um einen vertikalen 
Streifen der Breite 1 nach links fortsetzen und erhält so die ana- 
lytische Fortsetzung in die volle s-Ebene. Aus den bekannten 
Eigenschaften von y (s) erkennt man unmittelbar, da £(s; À) überall 
bis auf den Pol erster Ordnung bei s = 1 regulär ist; auch die 
Lage der trivialen Nullstellen ist evident. 

Da auch der zweite Summand in (9) eine ganze transzendente 
Funktion von s darstellt, so ist die durch (7) für Rs = 1 erklärte 
Funktion &(s; w; a) auf Grund von (6), (7), (8), (9) ebenfalls in 
die ganze s-Ebene fortsetzbar; sie ist dort überall regulär bis 
auf Pole erster Ordnung in s — 1 und s — à. 


$ 2. 
Der zweite Summand in (9) geht in sich über, wenn die Inte- 
grationsveränderlichen x durch |«/°x ersetzt werden, wo & irgend 
eine Einheit aus X bedeutet. Folglich kann er in der Form 


54 "(ur (uinre+l) 
1e > fre | 
Was 


(14) 


El 
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geschrieben werden. Also ist, wenn zur Summe das Glied x = 0 


hinzugefügt, æ mit . vertauscht und Rs < 0 angenommen wird, 
a 
(DI1=S D M fret e dX+ 


—b(G—S) À [Mal 


_ |u 
Bedeutet & die Klasse von ab, so ist 


E (Nul = (No) ei-2s; À); 
354%) 


(12) geht daher unter Benutzung von (6) über in 


Tu ‘4 1 
{3) I1= age #02 {0 Noir 


+8 (1-5; u; HE) -vG 9 @N0) 
Aus (8), (9), (13) folgt nan 
VO {Na Es; D+ Na Rs; u; a) — 

= te D e(2-95; $)+ Nu Na? Fefis;u; + 


Nu s—1 n 
. ni L2—2s; + 


LES), 


d Nu° 
Nur 
Va 


In dieser Gleichung (14) ersetze man « durch = andererseits mul- 


+ 


D(s—4)E(2s—1; Rd p(—s)E(1—2s; À). 


tipliziere man (14) mit Nu°; die beiden so entstehenden Gleichungen 


_ subtrahiere man von einander. Das ergibt mit Rücksicht auf (10) 


V(s)E(2s; R)(1— Nu) — d? 25 vs) —2$; DA Nu)+ 


+ me hÉC@s—-1; &) (Nu? Ex men 


T0 


—d 7 y(A-s)E(2—2s; À) (Nu? — Nu ©). 


Aus dieser Identität in den « folgt aber 
(15) D()E(s; À) =  y(-5HE(1=0s; à), | 
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und dies ist wegen der Bedeutang von Ÿ(s) Eoe die Fanktional- 


Le _ gleichang von é(s; &). 
Unter Benutzung von Gë) läBt sich (14) in die Gestalt 


ps) ENaT Es; SD (1H Nu) +R (s: u; 0) = 
Les L [ave ane (@-25; RJ(1+ Nul) + 
_4No MN 
ss 1\ 
+ Na *a(1—s; u; &) 
setzen, womit wegen (1) und (7) auch die Funktionalgleichung (3) 
von ®(s; u; a) bewiesen ist. 
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Die Integralgleichung 
der elliptischen Thetanullfunktion. 


Dritte Note. 


Dritte Herleitung durch den verallgemeinerten Volterraprozess 
und weïtere Beispiele (Mittag-Lefflersche Funktion und 
Beltramische Integralgleichung). 


Von 
Felix Bernstein in Gôttingen und Gustav Doetsch in Halle a. $. 


Vorgelegt von C. Runge in der Sitzung am 25. November 1921. 


Einleitung. 


In der ersten Note!) unter obigem Titel hat F. Bernstein 
gezeigt, daf die elliptische Thetanullfunktion 


ROOMS TS 
Ÿ,(0jixt) = Ye su 


+00 


der quadratischen Integralgleichung 
(1) i (1) 9 (6—r)dr—268 (0) + f #6 de da 0 


genügt, und in der zweiten Note?) sämtliche Lôsungen der Glei-_ 
chung (1), die eme Laplacesche Transfonmierie besitzen, in der 
Form angegeben : 


2 
Ce —Incit : 


ETES ; 
(2). U(c/t) = Ve 42S 


1) Die Integralgleichung der elliptischen Thetanullfunktion. Sitzungsberichte 
der preuB. Akad. der Wiss. Bd. 40 (1920), pp. 735—747. 

2) Zweiïte Note: Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam; 
Wis- en Natuurkundige Afdeeling, 27 November 1920, Deel 29, pp. 759—765. 
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Die Integralgleichung (1) ist nicht unter denjenigen Volterra- 
schen Integralgleichungen !) enthalten, die vermittels eines gewissen 
Prozesses aus algebraischen und Differentialgleichungen entspringen 
und in denen die unbekannte Funktion mit sich und anderen ,kom- 
poniert“ erscheint. Die ,Komposition“ (1. Art) zweier Funktionen 


D. (4, y) und &,(x, y), symbolisch durch &. &. bezeichnet, ist so 
definiert : 

Æ % y 
@) 88, = | San pat. 


æ 


Sind %, und %, Funktionen von y—x und setzt man x — 0, so 
nimmt die Komposition die Form der ,Faltung“?) an: 


y 


wie solche in Gleichung (1) vorkommen. Aber diese gehôürt (schon 
wegen des Gliedes 26#(f), bei dem die unbekannte Funktion an 
eine andere gebunden ist, jedoch nicht durch Faltung) nicht zu 
dem Volterraschen Typus. 

Wir wollen nun eine Theorie entwickeln, die trotzdem die 
Gleichung (1) in einer der Volterraschen Methode ähnlichen 
Weiïse herzuleiten und zu lôsen gestattet, um sodann das Ver- 
hältnis der Volterraschen zu der neuen Theorie zu erôrtern. 


Der verallgemeinerte Volterraprozef. 


Wir reden von Funktionen eines Unterkôrpers und solchen 
eines Oberkôürpers. Die Operationen im Unterkôrper sind eigent- 
liche, die im Oberkôrper zunächst symbolische, denen aber unter 
gewissen Bedingungen eigentliche, analytisch darstellbare Opera- 
tionen entsprechen. 

Die Funktionen f(s) des Unterkôrpers sind dadurch cha- 
rakterisiert, dafi sie in einem gewissen Gebiet in eine ein- oder 
mehrfache Potenzreihe nach beliebig reellen, also positiven oder 
negativen, ganzen oder nichtg#anzen Exponenten entwickelbar sind. 


1) V. Volterra, Leçons sur les fonctions de lignes. Paris 1913, pp. 142, 
143; 152, 153. Re 

2) Funktionen, deren Komposition das kommutative Gesetz erfüllt, nennt 
Volterra permutabel. Wie man leicht nachweist, gilt für die Faltungen stets 
das kommutative und das assoziative Gesetz. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1922, Heft 1, 3 
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Zur Fixierung der Gedanken nehmen wir an, f(s) sei von der 
Form: 


4 (ee) @e) 
(5) f (s) TS > dy » Bb, se 
ve n — 0 


Auf diese Funktion üben wir eine Operation aus, die wir ver- 
allgemeinerten VolterraprozeR nennen und die darin be- 
steht, da8 wir die Potenzen s“ durch das Symbol 1  ersetzen. 
Dieses definieren wir als die u+1® Riemann-Liouvillesche 


Derivierte der Konstanten 1: 
x-u 


(6) LCL, 
À Eh D à BE PAS RE 1 

D“#1 = 0, 
für alle anderen Werte 


(7) D 1 re 


PAL 


T(-u) 


Dieser Ausdruck gilt allgemein, wenn man —Ufurw—0,18 


1 
T(-u) 
setzt. 

Bezeichnen wir L' als »—u-fache Komposition von 1“, 
so kôünnen wir sagen: Die verallgemeinerte Volterraoperation. be- 
steht darin, daf die Variable durch 1 und die uw-fachen Produkte 
der Variablen durch —u-fache Kompositionen ersetzt werden. 

Für u —= —1,—2,... ist D“] — DK? 1 das — u — 1-fache 
Integral von 1, also nach der Definition der Faltung gleich der 
— u-fachen Faltung von 1 mit sich selbst, die —u-fache Kompo- 
sition von 1 mithin gleich der — u-fachen Faltung von 1. 

Die durch die verallgemeinerte Volterraoperation aus f(s) ent- 
stehende Reihe 


X — Un 


F() = See 01 


CAO 
(8) =, 5 a RC DE 
== 0 / 
7 Unn— 1 


En >> UP b 
7 


AO TEST) 
nennen wir ohne Rücksicht auf ihre Konvergenz die Volterra- 
Transformierte von f(s) und bezeichnen sie mit V(f). Die 

 Gesamtheit der Volterra-'Transformierten des Unterkôrpers 
bildet den Oberkôrper. 


n 0 n 


TT pe EE TS 
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Gehôüren zwei Funktionen f (s) und /,(s) ebenso wie ihr Pro- 
dukt f,(s).f,(s) = f,(s) zum Unterkürper, d. h. sind sie von der 
Form (5), so kann man bilden: 

FU PP EE EE 
Wenn eine Volterra-'Transformierte Æ, mit zwei anderen F, und 
F, in diesem Zusammenhang steht, d. h. wenn 
RON di (E) PTE) 


ist, so sagen wir, F entspringe aus (F°,) und (F,) durch Kompo- 
sition und schreiben: 


de re Fi, Fr, 
d.b. FRS 
(9) VAR) = V(f) V(). 


Darch den verallgemeinerten Volterraprozef geht also das Produkt 
zweier Funktionen in die Komposition der entsprechenden Volterra- 
Transformierten über. 

Läft sich speziell die Reïhe für f, aus denen für f, und f 
durch gliedweise Multiplikation nach irgend einer Regel bilden, so 
geht V(f,) dadurch aus V(f,) und V(f,) hervor, da$ man das Kom- 
ponieren von Æ, und }, auch gliedweise ausführt und die Kom- 
position zweier Potenzen T' und ns ae ein Produkt behandelt 


ŒYEY = 
Ist die Reihe für f(s) FAR differenzierbar : 
ce) “R* 
le (s) = Ch UPS ,à En Un S Fe 3 
m — — 0 
so hat f' die Volterra- er 


y | COQ b t. Un 
= PA mn nn 
FI =,2, 4% u Han DC mat 


œ'e) EL Un — 


= —{ Un MAT 5 \ 
D PE oi 


m—= 0 == 


= —4V() 
Bei »-maligem Differenzieren ergibt sich: 
(10) JDE NS BAD 


Eine Funktionf(s) genüge nun einer Differentialgleichung 
der Form 


(1) Dons fin co (9) =.0, _ 


RTE PE ST UE MS De 


\ LE 


36 Felix Bernstein und Gustav Doetsch, 


wo ® eine ganze rationale Funktion ist und sowohl die Lôsung 
f mit ihren Ableitungen als auch die bekannten Funktionen 
f, ..., f, und die vorkommenden Produkte zum Unterkürper ge- 
hôren, d.h. durch Reïhen der Form (5) darstellbar sind. (Fehlen 
die Ableitungen von f, so haben wir eine algebraische Glei- 
chung für f vor uns.) Auf die Gleichung (11) wenden wir den 
verallgemeinerten Volterraprozef an, indem wir die Variable s 
durch das Symbol Î und alle Maultiplikationen durch Kompo- 
sitionen ersetzen, und erhalten dann eine Gleichung, die wir fol- 
gendermañen schreiben kôünnen: | 


(2)  @(F, (-1F), (CNE EF )=0 
und die formal durch F(t) — f(1) befriedigt wird. 
Wir wenden uns nun zu dem Fall, wo die Funktionen des 


Oberkürpers existieren und die Gleichung (12) als Integral- 
gleichung darstellbar ist. Der verallgemeinerte Volterraprozef 


. ist, auf die Potenz s" bei # < 0 angewandt, identisch mit der U m- 


kehr der Laplace-Transformation, welch letztere einer 
für { > 0 definierten ,Oberfunktion“ w(t) (fonction génératrice) 
vermôüge 


(13) RO ER 7170) 


falls dieses Integral für s — s, existiert, eine in der Halbebene 
hs —fRs, analytische ,Unterfunktion“ f(s) (fonction déter- 
—u—1 


7 Dent 
T(-u) 


spricht für u — O die Unterfanktion s“. Es kann nun vorkommen, 
daB, wenn eine ,Unterfunktion“ f(s) in eine Reihe der Form (5) 
entwickelbar ist, ihre Volterra-Transformierte in einem Gebiet 
der t-Ebene konvergiert und die ,Oberfunktion“ {(t) von f(s) dar- 
stellt'). In diesem Falle ist der verallgemeinerte Volterraprozel 


minante) zuordnet. Der Oberfunktion (fé) — 


1) Da die Volterra-Transformierte, auch wenn sie konvergiert, nicht die 
Oberfunktion darzustellen braucht, sieht man an dem Beispiel 


DEL : 

F(S) = [. 2e. —= — € Li(- 8). 

Da —ZLi(—s) bekanntlich gleich der Summe aus —Igs und einer ganzen Funk- 

tion ist, so haben wir für |s—1| = 1: | 
Fu Co) D (1—5s}" 2 

SE nt UE OC E— ere Re 
0 1 0 


und 
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identisch mit der Umkehr der Laplace-Transformation und wir 
künnen setzen : 


F(t) = V(f) = L*(f). | NES 
Da nun aber ‘) : - 
(14) L' (9) = CYL"(P) re 
und, wenn f, und f, Unterfunktionen sind, HNCES k É 
(15) L(f..f) = L°(f)#L7(f) À 


ist, wo das Symbol + die Faltung im Sinne des Integrals (4) be- 
deutet, so geht aus der Differentialgleichung (11) in dem Falle, 
_daB die Lôsung f und die bekannten Funktionen f,,...,f, Unter- 52 
furktionen sind, durch den verallgemeinerten Volterraprozef die 
Gleichung (12) hervor, wo aber die Kompositionen der Funktionen 


jetzt durch Faltungsintegrale dargestellt werden kônnen, à. 
sodaf wir in diesem Falle auf eine Integralgleichung geführt | Ve 
werden. Ke 
; Wir kônnen also folgendes Übertragangsprinzip fé _ 
| lieren: In der Diferentialgleichung a 
œ(f, ssl; fisc-ssf5) = 0, à 


wo ® eine ganze rationale Funktion ist, seien sowohl die Lôsung 


ae m—il 1 M —" | DO m" CE | 

ee | —1ÿ 37 TE 47, 
m2: À, n!(m—#) = F [ é +, È À - 

Da in dieser Entwicklang nur positiv gauzzahlige Exponenten vorkommen, 50 
verschwindet . Volterra-Transformierte identisch, während die Oberfunktion von 


fs} gleieh —1_ = ist. — Die Umkehr der Laplace-Transformation und der ver- 
allgemeinerte VolterraprozeB sind also zwei verschiedene Funktionaloperationen, 
die aber ein gewisses ,Funktionsfeld“ gemeinsam haben, wo sie beide existieren 
und zu derseïben Oberfunktion führen. 
1} Vel. Zweïte Note, p. 760. : EST: 


__ f mit ihren Ableitangen als auch die bekannten Funktionen & 
+ f...-.,f, im Reïhen der Form (5) entwickelbar. Die Lôsung laute ; à 
ce co d 
k fA=SE ASS, bg, 2 
F m—0 n—0 >. 
E p£ 
D gmo (j__5ÿs © a A 
1 FO = SSP +S Fr à 
4 - am m—1 CA LU pe E- é 

| traine C7 2e ni 

À 
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ihre Ableitungen sollen durch gliedweises Differenzieren gewonnen 
werden kônnen. Ersetzt man die Variable s durch das Symbol 
1 und alle Multiplikationen durch Kompositionen, so wird die 
Gleichung 


œ(F, (—tF), DA: (E D" F);; FU Ent f, À) — 0 
formal durch 


F() =: 510% > but 
MI DORE) 


befriedigt. Sind speziell die Reïhen f(T ), (1 ),...,f,(1 ) kon- 
vergent und stellen sie die ,Oberfunktionen“ F, F,,..., F, der 
»Unterfunktionen“ f, f,, ....f, dar, so kann man in der transfor- 
mierten Gleichung die Kompositionen als Faltungen auffassen und 
hat dann eine Integralgleichung, von der man eine Lôsung 
kennt. — Man erkennt ohne weiïteres, daf gewisse Eigenschaften 
der Unterfunktion, z. B. Periodizität in einem Parameter, sich in 
der Oberfunktion widerspiegeln. 


Beziehung der Volterraschen zu der neuen Theorie. 


Nehmen wir speziell an, die Funktion f(s) des Unterkôrpers 
sei in der Umgebung von s—cregulär und verschwinde 
für s — oc. Dann ist sie in eine Reïhe nach negativen ganzen 
Potenzen von s mit dem Absolutglied O0 entwickelbar: 


SAT 
(16) fO= 3 
HE 
Wenden wir auf f(s) den verallgemeinerten Volterraprozeh 
an, so erhalten wir die Reihe 


(17) F(t — SA = he DE Sa 
1 1 ; p 


} 
die bekanntlich überall konvergiert. Die Volterra-Transformierte 
ist also eine ganze Funktion, von der man sofort beweist, 
daf sie die Oberfunktion von f(s) ist. Für Rs = 0 ist nämlich in 


OO : OQ dt dt 
EN Q, = ——— — 
J CES 
die Reïhenfolge von Integration und Summation vertauschbar nach 
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CO 
folgendem allgemeinen Satz!): ,Wenn Y',(t) in jedem endlichen 
I 


Intervall 0 = { < © gleichmäfig konvergiert und #(f) für alle 
t Z 0 stetig ist, so ist 


OO OO (ee) CO 
f rO2m04= 5 vob, 
0 1 1 


CO O9 

vorausgesetzt, daf ÿ il (p(81.1p,()]|dt konvergiert.“ Wir er- 
#6 

halten: 


Le ) ae n—1 u COQ a {. > ©] st : u 
ES ar = D —— CH D 
1 (n —1)! 1 (n —1)! 0 


0 


Haben wir also eine Differentialgleichung der Form (11), bei der 
speziell eine Lôsung sowie die bekannten Funktionen im Unend- 
lichen regulär sind und verschwinden, so erhält man durch den 
verallgemeinerten Volterraprozef eine Integralgleichung mit einer 
bekannten Lôsung, die eine ganze transzendente Funktion ist. In 
diesem Fall wird also nicht nur eine Lüsung, sondern zugleich 
deren Existenzbereich, d. h. die Verteilung der Singularitäten ge- 
funden. 

Dies ist ein VolterraprozeB im engeren Sinne, wie ïihn Vol- 
terra selbst verwandt hat. Allerdings geht Volterra von 
Funktionen aus, die im Nullpunkt (statt wie hier im Unend- 
lichen) sich regulär verhalten und verschwinden, also nach posi- 
tiven ganzen Potenzen entwickelbar sind, und ersetzt s“ durch die 
u-fache Komposition einer permutabeln Funktion, die im obigen 
Fall gleich 1 zu setzen ist. Da aber hierbei nicht der einfache 
Zusammenhang zwischen der Transformierten der Funktion und 
denen ïhrer Ableitungen besteht wie in der oben entwickelten 
Theorie, so ersetzt Volterra zunächst die Variable s durch s.Ë, 
wo Ë ein von $ unabhängiger Parameter ist und führt dann seinen 
ProzeB hinsichtlich £ durch, indem er £ durch eine permutable 
Funktion % érsetzt. In der neu entstandenen Gleichung kommen 


1) Vgl. Bromwich, An introduction to the theory of infinite series. London, 
1908, p. 458. 


où Le, na ire La Le r 


= 
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dann Faltungsintegrale nach { und auferdem Differentiationen 
nach s vor; sie ist also eine Integro-Differentialgleichung. 
Während Volterra durch seinen Prozef Integralgleichungen 
erhält, die im Falle 3 — 1 ganze transzendente Lüsungen haben, 
erhalten wir durch unseren verallgemeinerten Volterraprozef In- 
tegralgleichungen, deren Lôsungen zu der allgemeinen Klasse der 
»Oberfunktionen“ (fonctions génératrices) gehôren, welche wie z. B. 
die Thetanullfunktion einen beschränkten Existenzbereich haben 
kônnen. Der Volterrasche Fall, wo die Unterfunktion im Un- 
endlichen regulär ist und verschwindet, bildet für % = 1 die ein- 
fachste Unterklasse in unserer Theorie. + 


Herleitung spezieller Integralgleichungen. 


1. Die Integralgleichung der Thetanullfunktion. 


Diese Integralgleichung leiten wir vermittels des verallge- 
meinerten Volterraprozesses aus der Differentialgleichung der Unter- 
fanktion 

—s—6) 
pe = -HVi= 2 


= 


ab, welche sich in folgende Doppelreihe !) entwickeln läft: 


2m ci 2mVs) 


f(9) = . 142 De 


(18) m=1 
n—1 
1 OQ mr, : OO er ne 
PE Se Ce ( 2m) 2 
m = 1 n = 0 n: 
Die Volterra-Transformierte von f(s) ist also: 
n—1 
1 OO en x es 
) = fo & S Ç7 2mei S ( Sue ï 2 
m—= 1 n—=0 A: 
e nel 
ANSE 19 Sema 2m" t PSS 
r(s m2 ,2 nI! r(-"=—) 
) 
Die Glieder mit ungeradem x fallen weg, für die mit geradem 


— 9 y ist 


1) Vel. Zweite Note, p. 763. 


SE at L'on 
SAME D PE», à 


on EUVTE) NE, 


as 2 


L 


Also erhält man 


Mere 
Vat  Vat m=1 
= U(cjt). 


… Diese Funktion ist aber, wie in der zweiten Note !) gezeigt wurde, 


die Oberfunktion F'(f) von f(s). Da nun f(s) der Differential- 
gleichung genügt ?): 
1 


fo-16+2 64/02 2 0 


8 
so befriedigt F(t) — U(c/t) die Integralgleichung 
F(b+F(D—2F(D+F(#) #1—1 = 0. 


2. Die Mittag-Lefflersche Funktion. 
Der Integralgleichung der Thetafunktion, deren Lôsungen bis 


auf U(—coijt) — _. sämtlich den beschränkten Existenzbereich 
x 


ft — 0 haben, stellen wir eine andere gegenüber, die mit ihr im 
Bau vôllig übereinstimmt bis auf das absolute Glied — 1, deren 
Lôsungen aber in der ganzen Ebene existieren und nur im Null- 
punkt (ï allg. logarithmisch) verzweigt sind. Auch diese Integral- 
gleichang ist also der Volterraschen Theorie unzugänglich. 

Die Differentialgleichang 


(20) af°+f+A— a ES 


D p.764 
_ 2} Vel. Zweite Note, p. 762. 
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wo « ein reeller Parameter = 0 ist, geht durch die Substitution 


É il 
TT Er) 
über in 
a 1—v—sY 1 
2 EMA 710 2 Lee re 0 
Fa sûe 00) 
oder 
| spy'+av = 0. 
Die Lôsung lautet 
bd = (es); 
also hat die Differentialgleichung (20) die Lôsung 
1 


Res s(—(es))" 
wo c eine beliebige Konstante + 0 ist. Diese Funktion läft sich 
für [cs]* < 1 folgendermafen in eine Reihe entwickeln: 


tue co 
P = — >» (es)72 _ > ge ga 
b] 0 0 
Ihre Volterra - Transformierte ist 


ee] nc 


SRE ED 


Gi 


“T >: T(na+1) 


ET F(6), 


und man verifiziert sofort, daf F(f) die Oberfunktion von f(s) ist. 
Bedeutet 


x" 


(we) 
Be) = Z Tant 
die bekannte Mittag-Lefflersche Funktion, 50 ist 


t œ 
Fr = E(() } / 
Wendet man auf die Differentialgleichung (20) den verallgemei- 
nerten Volterraprozef an, so erhält man die Integralgleichung : 
(21) aF,F—-tF+(1-a)F +1 = 0. 
Diese Integralgleichung, die sich von der der 9-Funktion im Bau 
nur durch das fehlende konstante Glied unterscheidet, hat also 
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bei festem « — O0 unendlich viele Lôsungen, die sich durch die 
Mittag-Lefflersche Funktion darstellen lassen : 


ru = &(1) c+0 


und demgemäf in der ganzen Ebene regulär sind bis auf den 
Nullpunkt, wo sie eine Verzweigung vom Charakter #* haben. 
Für c — co erhalten wir unabhängig von « die Lôsung F = 1, 
die, wie man sich leicht überzeugt, tatsächlich bei jedem « die 
Integralgleichung (21) befriedigt. 


3. Die Beltramische Integralgleichung. 


Gelegentlich des Problems der Wärmeleitung in einer Kugel, 
bei der die Temperatur so verteilt ist, daf sie in konzentrischen 
Schichten konstant ist, wird Beltrami') darauf geführt, folgende 
Integralgleichung mit der Unbekannten F(f) zu betrachten: 


(2) ®( — F( al + eau. 


ve 
Die Lôsung 


(28) F@ = 


pa Hole 
= A )> 


fndet er durch sukzessive ia wobei es ihm gelingt, 
die mehrfachen Integrale mit Hülfe eines bestimmten Integrals, 
das er vorher berechnet hat, auf einfache zurückzuführen. Die an 
sich sehr elegante Lôsung erfordert immerhin ziemlich umfang- 
reiche Entwicklungen. Cesàäro?) hat dieser Integralgleichung 
eine eigene Arbeit gewidmet, in der er die Beltramische Lôsung 
etwas vereinfacht, seine Methode durch Einführung einer Funktional- 
operation zu einem übersichtlichen Algorithmus zusammenfaft und 
schlieflich diesen dazu verwendet, um die allgemeinere Integral- 
gleichung 


1) E. Beltrami, Intorno ad alcuni problemi di propagazione del calore. 
Memorie della r. accademia delle scienze dellistituto di Bologna, serie 4, t. 8, 
1887, pp. 291—326. ? 

2) E. Cesàro, Sopra un’equazione funzionale, trattata da Beltrami. Rendi- 
conti dell’accademia delle scienze fisiche e matematiche. Napoli 1901, serie 3, 
t. 7, pp. 284—289. 


+ 
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4  œ6 = Te rfi) Snae "ae 


unter der Voraussetzung Fi Los von 
A(&) = 1+4%+1,a2 +... 
zu lôsen. Er findet: 


(25) Ft) — ef o(t- aJ>re rod 


wo die w, die nn der Potenzreihenentwicklung von 
1/1(x) sind: 

1 RS 2 ; 2 
1 l+ux+ur +. +: 
Die Beltramische Gleichung entspricht dem Falle 4(x) = 1—x. 

Die Beltramische Integralgleichung und ihre Cesärosche 
Verallgemeinerung lassen sich nun durch unsere Theorie rasch 
und übersichtlich lôsen. Durch die Substitution 
RC VUE. 

geht die Integralgleichung (24) über in 


mn? 


1 t ee) MIS = 
(26) © — aise 2 Fft-r)Znar Ÿe ‘dr. 
Vr Jo ; 


Setzen wir 


(27) TG" TR "= Yan, tv), 
so nimmt (26) die Form an: 
(28) D = F(D+F(O* SA v(2m, D. 


Man künnte diese Integralgleichung direkt durch die Laplécis 
Transformation angreifen. Um in der jetzigon Ideenrichtung zu 
bleiben, gehen wir umgekehrt vor und zeigen/ wie diese Integral- 
gleichung durch den verallgemeinerten Volterraprozef aus einer 
algebraischen Gleichung abgeleitet werden kann. 

Betrachten wir zunächst die Unterfunktion 


m 


L= Enr CAC 


m = 0 m! 


re Vohare Transformierte ist 


plans) z & (-2n)" # À 


… 2 


Die Glieder mit geradem » fallen weg, und wir kônnen schreiben : 


| yl—2n vs : ou Pr en à ; 
1 . … yo Gv+ll ( LES 
: Tee ee 
sr TRS D id at 

ae 20-12 REA A RTRE 
alt les Deer 
È CRD NULS 
: UM 5 

20 DIT) 
À, RUN à 

— Aer, 4 = v(2n, t). 


A £ = —IQnVs : 
Folglich erhält man aus »4,e durch den verallgemeinerten 
fl 
! OQ 
Volterraprozef die Reihe 51, Y(2n, f#). 
ee 1 
ge OO 
Man kann nun leicht zeigen, daB y(2n, t), bzw. È 1,%(2n,t) 


die Oberfunktionen von e anve bzw. 34, e —2nvs sind. In der 


gd A carré baie un té Sel 


x zweiten Note 1 wurde nämlich ces 


Den 


CO RrRr 
”, (s) = f Hi hits Mens (n = 0). 
0 


Setzen wir 


z n? 
M (S) = f ps Rent de 
0 Vx 
so ist 
—QnVs 
MS) = —R MS) = —R ———, 
3 _ Vs 


1). 768. 


D Re PP ORIETTE AIME AT EE RES PRE OT 
: £ : CAUSE : 
5 ù 


46 Felix Bernstein und Gustav Doetsch, Die Integr algleichung usw.. 


also 
—InVs 
m{S) = € + const., 
oder, da »,(s) für lims — +co verschwinden muk: 
(29) m6) = L(UEn, d) = 6", . 


(ee) 2 ÿ OO on Vs k 
Da Y1,w(2n,t) die Oberfunktion von Y'4,e ist, folgt aus 
I 1 


dem S. 39 zitierten allgemeinen Satz. 

Unter der Voraussetzung, daB ® eine Oberfunktion ist, ent- 
steht also die Integralgleichung (28) durch den verallgemeinerten 
VolterraprozeB gerade aus der Gleichung : 


(30) PQ = FO+ FO ae PV 
Diese hat aber die Lôsung 
= PE 2 nf + Se ( VTT 
LES) 
1 


= V(D)+ (D) Sue "Vs, 
1 


Folglich wird die Integralgleichung (28) befriedigt durch 


FO = FO) = 20+ 20: Eu,v@n 


3 Lee Le “$ 7 r 47 
= DO+— [ Dit—r)Dnu,T ‘e 
Vx 0 1 
€ Ho) OQ 
one = f of) Sue "du 
Vx 1 or a il 


VE 


)] 
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Vierte Note. 


Integrale Additionstheoreme. Das Additionstheorem von Cesàro 
und das der Funktion U(c/t) Vierte Herleitung 
der fundamentalen Integralgleichung. 


Von 
Felix Bernstein in Gôttingen und Gustav Doetsch in Halle a. $. 


Vorgelegt von ©. Runge in der Sitzung am 25. November 1921. 


In der dritten Note!) über denselben Gegenstand zeigten wir, 
daB der Volterraprozef, der aus gewissen Differentialglei- 
chungen mit bekannten Lôsungen Integralgleichungen nebst ihren 
Lôsungen entstehen läfit, einer Erweiterung fähig ist, die es u. A. 
ermôglicht, die Integralgleichung der elliptischen Thetanullfunktion 
in der Volterraschen Weïse aus einer Differentialgleichung abzu- 
leiten. In der gegenwärtigen Note wollen wir nun analog zu 
Volterras Theorie für die durch unseren verallgemeinerten 
Volterraprozef gewonnenen Funktionen diejenigen Eigenschaften 
nachweisen, die Volterra als die tiefstliegenden und wichtigsten 
bezeichnet ?). 

Im Folgenden wollen wir uns gleich prinzipiell auf die Fälle 
beschränken, wo der verallgemeinerte Volterraprozef mit der Um- 
kehr der Laplace-Transformation identisch ist*). Es sei 
die Funktion f(s/«) eine ,Unterfunktion“, die einen Parameter « 
enthält. Wir nehmen an, sie habe ein algebraisches Additions- 
theorem, d.h. sie genüge einer algebraischen Gleichung der 
Form: 


O(f(sle), F(s/8) (sa + BJ), (6, 1,(8) = 0, 


1) Dritte Note. Diese Nachrichten pp. 32—46. 
2) V. Volterra, Leçons sur les fonctions de lignes. Paris 1918, p. 157. 
3) Wegen des Sachlichen und der Bezeichnungsweise siehe die dritte Note. 
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in der die Koeffzientenfunktionen f,,...,f, ebenfalls Unterfunk- 
tionen sind. Es seien F'({/«), F\(t),..., F,(t) die ,Oberfunktionen“ 
bzw. von f(s/a), f,(s), ...,f,(s). Dann besitzt F({Ja«) offenbar das 
durch die Umkehr der Laplace-Transformation aus der obigen 
Gleichung hervorgehende Additionstheorem : 


+ X + x X 
O(F (Ua), F(UB), F(la+ 8), @, .…., EE) = 0, 
worin die früheren Produkte jetzt durch Faltungen ersetzt smd 
Dieses Additionstheorem ist aber kein algebraisches, sondern 
ein integrales. 
Bei Volterra ist das eïnfachste Beïspiel zu diesem allge- 
meinen Satz das integrale Additionstheorem seiner , V-Transzen- 
Le4 
denten“1), welche die Oberfunktion von e° —1 ist. Als einfach- 
stes Beispiel unserer Theorie wäre das folgende Additions- 
theorem anzusprechen, welches bei Cesäros?) Behandlung des 
Problems der Wärmeleitung für die Kugel eine fundamentale Rolle 
spielt und das sich hier auf sehr natürliche Weïse ergibt. 


Die Unterfunktion Ra hat das algebraische Additions- 
theorem: 


eu eVs BV ,—@+P)Vs 


Nun besitzt aber € % für « Z 0 die Oberfunktion ?): 
œ? 
Een D a 
2 Vx 
Also erfüllt 4 das Cesärosche Additionstheorem: 
Ya, t) + W(B, ?) = p(a+B, t). 


Als weiteres Beispiel leiten wir für die Funktion 


Y (a, t) ES 


: mn? 
CO — Inic — — 
t 
, 


U(ejt) — hs. 


die allgemeine Lôüsung der Integralgleichung del PhealanEtion ein 
integrales Additionstheorem ab. Die Unterfunktion von U 6e ist *) 


1) Volterra, 1. c., pp. 158, 159. 
2) E. Cesàro, Sur un problème de propagation de la chaleur. Académie 

royale de Belgique, Bulletin de la classe des sciences, Bruxelles, 1902, pp. 387—404, 
8) Dritte Note, p. 46, Gleichung (29). 
4) Dritte Note, p. 40. 


Fe Die Integralgleichung der elliptischen Thetanullfunktion. 49 
Hg = En 
V—s 
Da die Funktion ctgz das Additionstheorem besitzt: 


ctez,ctgz,—1 


ARQRS ctgz, +ctge, 


? 


so erhalten wir: 


Pas) = = ete (250) + (VS 0) 


_ __1 cte(V—s-c)ete(V=s—c)—1 
2V—s etg(V—s—c,)+ctg(V—s—0,) 


tetes) cts (se) ne 


— $ 
== ts(VE se) che (VS 0) 
i f (c,/s)f(c,/s) + - 
2 f(Gis)+f (ls) : 
Die Funktion f(c/s) hat also das algebraische Additionstheorem: 


SE 
me 


2f+e/4s) (fs) +f@/s)} = fs) f(els) + €. 
Hierauf haben wir die Umkehr der Laplace-Transformation 


anzuwenden. Da 
uw u 
e(i) ( (x) 


CO COQ 
Lp=f etpoa=f eau = 2, 
0 0 


also 


4 


L'((8s) = 41, (F6) 


4 


ist, so ergibt sich für U(c/t) das integrale Additionstheorem 
: .1É : ' 
sU(a+6/r)« 1 UC0 + UD} = UD » TA + 1. 
Für c, = €, — c erhalten wir speziell: 


U (24%)* U(c/t) = U(cjt)+ U(clt) +1. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1922. Heft 1. 4 
C3 
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Schlieflich wollen wir vermittels eines Additionstheorems 
die quadratische Integralgleichung der Thetanullfunktion aus 
einer linearen Integralgleichung ableiten. Die Thetafunktion 


hat, auf ë transformiert, die Gestalt: 


nm? 
Su HU 
Ÿ,(0Jixt) — ane > — 
= er 
het) 
Vzt dl À ; ‘ 
Die Funktion 
nt 
m9 = ne À Pb 
besitzt für » = 0 die Unterfunktion !): 


df m e—mVe Forme 
FERRER TA Vs 


ist, also f die in erfüllt: 


so genügt y(", {) der hieraus durch den VAR re Volterra- 
Peut entstehenden Res à 


m 


DES TC t)— +1 x y (m0, à). 


Das , Element“ der -Funktion erfüllt also die lineare Integral. 


gleichung : 
Day 4 . | es 
Po +4(@n,t)+2ty(2n, 1 —3@2, 0 +1 = 0. 
T 
Durch Sammierung von # = 1 bis co erhält man, da die einzelnen | 


Summen konvergent sind: 


1) Vgl. Zweite Note. Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amster- Et | 
dam; Wis- en Natuurkundige Afdeeling, 27 November 1920; Deel 29, pe 759—765 “ALES 
(p. 763). 
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np 
dd 


SA PRERSTR 


ie 
l 
Ve. 
2 
D. 


: LAS ET + % à NES : ge 
Die Integralgleichung der elliptischen Thetanullfunktion. 


1 


A OO SR tre Ro L OO ; 
— ——Dnt ?xy(2n, D +419 y(2n, 0-22 y(2n, td xl = 0. 
x e À 1 SE < 


Vz T 


51 


Um von hier aus zu der Integralgleichung der 9-Funktion zu ge- 
langen, ist es nôtig, die erste Summe als Faltungsprodukt zweier 
Summen darzustellen. Wir schreiben die Gleichung zunächst in 


der Form: 
Fe 
Vz 


EN A 4 Se 
t x y(n, D———D(n—-1)t *xy(2n,é) 


Vz 2 


(we) c OO 
+4 Dm, 0-22, D+1 = 
1 1 


-M8 


Nun ist 
1 


1 n—= 1 1 x 
- oo 1 @n, t) = me io #); 


ferner besitzt die Funktion 4 das integrale Additionstheorem: 


LE (+8, D = 20 0 «2(8 8) 
Vx 


20, D 'xplu+8 à) = pla, Dxx(B, à) 


4h. 


Der Beweis beruht einfach darauf, daB die entsprechende Unter- 


ae 


tion s (a is 


ro. s) fa +, +) = r@+8 8) = f(c, 9-f(8, à 


Infolgedessen ist 


Æ É PR ÿ % è ‘ 
= @1 FE ex@n,0 = E 2@v, 010») 9 


os nan + à, à, 2 x 2% En»), 9 


(ES À 
+24 S 24 (2n, t)— 5 2% (2n, t)*x1 
. n=l., n=srl 
oder 


Re PSxen f) 
Vat T il 


# EDIT t) 


*l = 


_ 


+22 840, 0 S x 0 
RE - 1 


| und unsere Gleichung kann in der Form geschrieben werden: 


das algebraische Adaitionstheorem hat: 


=—:0 


0, 
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wobei die vorgenommenen Vertauschungen von Summe und Integral 
sich leicht rechtfertigen lassen, da es sich überall um Funktionen 
mit konstantem Vorzeichen handelt'). Addiert man hierzu die 
leicht zu verifizierende Identität 


so erhält man 


L_9 Se LS (2n, t) a) 25m 
re 2210002270" Ver To 
1 COQ 
| +28 10m: x1—1 = 0, 
Vrt 1 


OO 
d. h. die Funktion #,(0/ixt) — nn x (2n,t) genügt der In- 
- Vx 1 


tegralgleichung 
FxF-2F+Fx1-1 = 0. 


Auf demselben Wege kann man beweisen, daf die allgemeinere 
Funktion U(c/t) derselben Integralgleichung genügt. Die Diffe- 
rentialgleichung der Funktion f (#, s) ist nämlich homogen, folglich 
genügt ihr auch jede Funktion Cf(m,s). ÆEntsprechend wird die 
Integralgleichung der Fanktion 4(w,{) auch durch jede Funktion 
Cym,t) befriedigt. Gibt man C die Gestalt C = e ”*" und 
summiert über alle »m — 2%, so erhält man durch dieselben Trans- 
formationen wie oben die Integralgleichung der Funktion U(c/t). 
1) Vgl Bromwich, An introduction to the theory of infinite series, 
London 1908, p. 449. 


Liste der wichtigsten am Samoa-Observatorium 1913/20 
registrierten Erdbeben. 


(Apia 1 = 11"27"6 W. » — 13° 48’ 26" S; Seehôhe 2 m.) 
Von 


G. Angenheister. 


Vorgelegt von E. Wiechert in der Sitzung vom 10. Februar 1922. 


Die folgende Liste enthält Datum, Herdzeit, Länge und Breite 
des Epizentrums, geographischen Namen des Epizentrums, Ankunfts- 
zeit des ersten (P) und zweiten (S) Vorläufers in Apia, Herd- 
entfernung von Apia und Maximum der Bodenbewegung in Apia 
für den die NS, EW, und Z Componente und die Periode des 
Maximums. 

Für einige dieser 93 Erdbeben haben schon andere Obser- 
vatorien die Epizentren und Herdzeiten berechnet, so Shide, De Bilt, 
Sydney etc. Die meisten dieser Epizentren sind mehr oder 
weniger verbessert worden, um sie mit den Beobachtungen des 
Samoa-Observatoriums und anderen später verüffentlichten Beob- 
achtungen verträglich zu machen. Die hier mitgeteilten Herde 
sind demnach ,mittlere‘‘ Herde wie sie sich bei der Verwendung 
mehrerer Stationen verschiedenen Azimutes ergeben miissen. 

Für einige sehr nahe Erdbeben standen mir nur die Beob- 
achtungen von Samoa zur Verfügung. In diesen Fällen wurde 
das Azimut zum Herd aus dem Vergleich der Bodenbewegung 
des ersten Anstofes in der NS, EW und Vertikalkomponente be- 
rechnet und die Entfernung aus S—P abgeleitet. Diese Methode 
ist für Tongabeben besonders geprüft (siehe Angenheister, Beob- 
achtung an pazifischen Beben, Gôttinger Nachrichten 1921). 


LT ni 
TRE 


Datum 


14.1. 


30./V. 

96./VI. 
6./VIIL. 
8./IX. 

10./XL. 


11./IV. 
26./V. 
95./VI. 
26./VI. 
6./X. 
28./X. 
22./X1. 
94./X1. 


20./XIL. 


5.1 
5./L. 
.|25.JIL. 
1./Ÿ. 
8./V. 
6.JVI. 
6./VI. 
.|21./VIL. 
22.[VIL. 
81./VII. 
6./IX. 


7.JIX. 
3./X. 
1./XL. 


1/1. 
18./L. 
13./L. 
.|26./1. 
| 80./L. 
RDA 
6. | 13./VI. 

-|21/VI. 
.| 8./VIIL 
. | 80./VIIL. 
d/X: 
3./X. 
AXE 
. | 20./X. 
.|20./X. 
31/X. 
.|18/XT. 
2./XIL. 
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Herd 


N. Celebes und 
Mindanao 

Salomon-Inseln 

Tonga 

Peru 

Salomon-Inseln 

N. Hebriden 


N. Hebriden 

N. Guinea 
Sumatra 

N. Hebriden 
SW v. Kermadec 
N. Zealand 

N. Zealand 
Guam 

Tonga 


| N. Hebriden 


Formosa 


| Fiji 


Kurilen 

N. Guinea 
Tonga 

Chile 

Tonga 

Tonga 
Kamschatka 
Tonga: 
Central-Amerika 
Californien 

Japan | 


N.Pommern 
N. Guinea 

N. Guinea 
Fiji 

Fiji 
Nicaragua 
Nahe Samoa 
Brasilien 

N. Guinea 
Keppel I. 
Keppel I. 
Peru 

Tonga 

Tonga 

Tonga : 
S. v. Kamschatka 
Tonga 

Samoa 


Länge 
Breite 


Periode ; 


1918. 
= , 
à à ET = Maximum der 
SA tes Zeït in Apia Bodenbeve- 
= < 
ÉÉ 


125E 
155 E 
174W| 218 
73W| 168 
153,5 E| 6,58 
170,0 E 1808) 


G0N 
58 


168E| 168 
138,8 E| 0,3S 
99E| 5$ 
167E| 13S 
178 E|32,5S 
179 E| 41S 
177E| 37S 
1429 E| 21N 
178,5W/16,5S 


169 E 
121E 
179 E| 
154,0 E 
136E 
174,0W 
69W 
174,0W 
173,7W 
162,0 E 
173,5W 
90W 
118W 
142 E 


17S 
23N 
21S 
49,0N 
48 


16,5S 
195 
15,08 


55,0N 
17,28 
14N 
36N 
40N 


152 E 
138E 
138 E 
179W 
178W 

85W 


35 
3S 
35 
185 
198 


178 
48 
158 
168 
148 
15S 
168 
168 
46,5N 
16,58 
14S 


57W 
1445 E 
174W 
173W 
74,5W 
175W 
‘173W 
173,5W 
160 E 
173W 
172,5W 


16,08! 


10N 


68° 
37 
8 
97 
35 


8 44 
11 46 
4 57 
22 14 
20 51 
21 12 


1914. 


20 |16 29 
52 |14 22 
90 [19 6 
21 | 4 50 
21 |19 16 
28 | O 16 
26,5! 8 13 
57 |11 52 
31114 8 


1915. 
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170 
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400 
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33 30| 800 
35 —| 160 
37 58/1000 
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44 29) 240 
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6 38| 320 
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32 43| 850 
51 24] 51 
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22 54 20| 260 
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Liste der wichtigsten à am Res Or vtr 1913/20 registrerten Hrdbében, 55 


Datum 


30./I. 
31./I. 
1./V. 


.|18./Y. 
.|28./V. 
.|81/Y. 


7.JVL. 
94./V1. 


26./VI. 
28./VI. 


16./XI. 


21./VII 
15./VIII 


13./VL. 


11./VIL. 
95 [VII 
5.JVIIL. 
5./VIIL. 


Herd 


E. v. Kamschatka 


Celebes-See 
Kermadec 
Samoa 
Tonga 
Aleuten 
Tonga 
Kermadec 


Keppel I. 
Keppel I. 
Samoa 
Keppel I. 
N.Zealand 
Keppel I. 
Kermadec 


Keppel I. 


Neu Hebriden 
Atlantic 
Mexico 

Fiji 

Bismarck Arch: 
Bismarck Arch. 
Celebes 

St. Cruz 
Kurilen 

E. v. N.-Caledo- 


: + ‘nien 
. | Kurilen 


Timor 
Chile . 


Tonga 
Kermadec 
Tonga 


Salomon-Inseln 
.| Salomon-Inseln 


Fiji 
Na eu Hebriden 


N. Guinea 


JE... | Fÿji-N. Hebriden 


12 /I 
19./IL. 

. [19/11 
. | 20./. 
.|28./V. 
59. | 4 /VI. 
10.| 3! VII. 
-77./IX- 


Euros ga 


ee N: Hebriden 


China 


a 


1917. 


180 


Länge 


167E 


125 E 


173W 
173W 
160W 
173W 
178W 


173W 


173,5W 


173W 


173,5W 


175E 


173,5W 
178,7W 


(173,5W 


31W 


Breite 
Herddistanz 
von Apia 


560N|72,50| 2 45 
6N| 67 |4. 0 


177,5W 26,58) 14,018 26 
15S| 1,519 5 


17S| 4 |21 58 
54N| 70 | 8 47 
17S| 4,019 24 
288] 15,5! 6 42 
—.| 6: |19 49 
16S| 2,5, 5 49 
168, 2,913 54 
14,5S| 1,4/22 41 
16S| 3,0| 6 47 
40S| 30 |15 50 
168] 3 |19 26 
29,88] 17,2! 3 19 


1918. 
ai 3,2118 40 


ANT = 


108W| 26N| 74411 57 


180 


149 E 
155 E 


168! 8 |17 11 
38! 41 | 6 52 
5S| 37 |6 8 


125 E| 41N| 65,5/12 17 
163 | 92S| 26,0! 6 35 


1521 E| 452N| 68 |17 16 


171E) 238$) 184/17 51 


1524 E| 47N| 70 | 4 37 
1312E| 72S| 58 |18 41 
71W 


27S| 96 |11 47 


173,5W| 17S| 3,8| 3 1 


178W| 30S| 18 |11 22 


173W/19,5S 
153E 


6|716 
6S| 36 |19 40 
— | 26 |17 19 
164S| 144] 9 37 
—|:99 |14 11 
A TN tr 


1920. 


8S| 34 |11 22 
18S|14,5112 5 
18S| 8 |20 1 


104) 1 46 14! 1 
158 23 14 38 03|14 
36N| 90 |12 5 59/12 


Herdzeit 


Maximum der 
Bodenbewe- 
gung in Apia 
in !/1600 MM 


+ - > 
Periode 


s| EI) N|Z/EIN/: 


— | 240 
09/1200 
4611100 


47,2000,6900 


28| 120 
06! 500 
00! 450 
54| 350 


00! 75 
35| 500 
36; 300 
12| 500 

6/1300 
35/1100 
59| 450 
03| 120 
27| 500 


—| 300 

S|- 640 
35| 530 
38| 100 
16/1000 


30 06! 600 


1800! 400 


100 
100! — 
.300 
95 
340 
1200 
600 


110 
400 
240 
250 


LA 

70] — |20/30| 

420| 280| 5| 5] 2 
360! 300/22/22/22 

500/1000| 3| 3| 4 

1400/1500|18/18/18 

300! 700/25/25|2 


480/2500/20 20! 
800/1000/30/30/3( 


Graphische Methoden der Bahnbestimmung 
eines Planeten oder Kometen aus drei Beobachtungen. 


Yon 
C. Runge. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 24. März 1922. 


Um die Bahn eines Planeten oder Kometen aus drei Beob- 
achtungen zu bestimmen, kann man sich mit Vorteil einer graphi- 
schen Darstellung bedienen. Seien nämlich e,, e,, e, die Vektoren, 
die von der Sonne nach den drei Punkten führen, in denen sich 
der Beobachter befand, f,,f,,f, die Beobachtungsrichtungen, d. h. 
die Vektoren von der Länge 1 in der Richtung vom Beobachter 
zum Himmelskôrper und o,, 0., 0, die noch unbekannten Entfernungen 
des Himmelskôrpers vom Beobachter, so sind r, = e,+o.f. (4 = 1,2,8) 
die drei Vektoren von der Sonne zum Himmelskôrper. Diese drei 
Vektoren liegen in einer Ebene, der Bahnebene des Planeten oder 
Kometen. Es besteht daher zwischen ihnen eine Vektorgleichung 


Mt Natal = 0. 


Die Bahnbestimmung beruht darauf, daB es gelingt, die dreï 
Zahlen »,, n,, n, mit ausreichender Genauigkeit als Funktienen der 
drei Parameter o,, o,, o, auszudrücken, sodaf die Vektorgleichung 
für die drei Unbekannten drei Gleichungen liefert, die durch suk- 
zessive Approximation gelôüst werden. 

Wir entwerfen nun ein perspektivisches Bild der räumlichen 
Verhältnisse, wie sie von der Sonne aus erscheinen und denken 
uns dazu die Bildebene im Abstand 1 von der Sonne senkrecht 
auf der Richtung der mittleren Beobachtung./ Die drei Graden 
, = & +of,. (9 — 0 bis co) werden dann durch drei Grade in 
unserer Bildebene abgebildet, die in den Punkten anfangen, wo die 
von der Sonne abgetragenen Vektoren e, oder ihre Verlängerungen 
die Bildebene treffen und in den Punkten endigen, wo die von der 
Sonne abgetragenen Vektoren f, oder ihre Verlängerungen die Bild- 
ebene treffen. Wenn die Vektoren e,, f,, f, mit dem Vektor f, spitze 
Winkel bilden, so werden die drei Bildgraden von endlicher Länge 
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sein. Wenn dagegen die Winkel e, mit f, stumpf sind, so führen 
die Graden ins Unendliche und kommen aus dem Unendlichen auf der 
entgegengesetzten Seite heraus. Sie lassen in diesem zweiten Fall 
ein endliches Stück der Graden frei, aber haben auch in diesem Fall 
einen bestimmten Anfangs- und Endpunkt. 

Unser perspektivisches Bild gibt die Lage eines Punktes im 
Raume vollständig wieder, wenn wir zu dem Bildpunkt noch eine 
Zahl hinzufügen, welche angibt, wie viel mal der Vektor ge- 
nommen werden soll, der von der Sonne bis zur Bildebene führt, 
wobei ein negativer Wert dieser Zahl bedeutet, daB der Punkt 
von der Sonne aus nach der von der Bildebene abgewandten Seite 
liegt. Ein beliebiger Punkt im Raume, der von der Sonne aus 
durch den Vektor 3 erreicht wird, ist also in unsrer Bildebene 
durch den Pankt dargestellt, der die Zahl des skalaren Produktes 
8.f, trägt. Denn da die Bildebene den Abstand 1 von der Sonne 
hat, so ist 8.f, die Zahl, die das Verhältnis der beiden gleich 
oder entgegengesetzt gerichteten Vektoren darstellt, die von der 
Sonne zu dem Räumpunkt und zu dem entsprechenden Bildpunkt 
führen. 

Ein Bildpunkt, der mit der Zahl # bezeichnet ist, soll also 
das m-fache des Vektors darstellen, der von der Sonne bis zu ihm 
binführt. Wir zerlegen diesen Vektor in die Saumme f,+u, wo u der 
Bildebene parallel ist. Dann ist 8 — mf,+mu der Ortsvektor des 
darzustellenden Raumpunktes. Sollen nun zwei Vektoren 8, — m”,f, 
+mu, und 8, = ",f,+m,u, addiert werden, so erhält man 


8,+8, — (m,+m,)f, + mu, +m,u,. 
Der zu dem Bildpunkt führende Vektor ist also 


+ 


MU, + M,U, 
M + M, 


Mit andern Worten: zwei Vektoren 5,5, werden addiert, indem 
man den beiden sie darstellenden Bildpunkten die Massen », — (f,.4,) 
und m, — (f,.8,) beilegt und ihren Schwerpunkt konstruiert. Der 
Schwerpunkt mit der Summe der Massen belegt stellt dann die 
Summe der beiden Vektoren dar. Der Begriff des Schwerpunktes 
ist dabei für negative Werte von m in der bekannten Weise zu 
verallgemeinern. In dieser Zusammensetzung der Vektoren liegt 
das Wesentliche des von Môbius in die Mathematik siugefthéten 
-baryzentrischen Calcüls“. 

In unserer Bildebene wird die Planeten- oder Kometenbahn 
durch eine grade Linie dargestellt, die unsre drei Graden in den 


LR Éee 
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drei Punkten schneidet, die den Stellungen des Himmelskôürpers 
zu den drei Beobachtungszeiten entsprechen. Denken wir uns nun 
diese drei Schnittpunkte mit solchen Massen #»,, m,, m, belegt, daf 
sie die Vektoren 8, — n,t,, 8, = n,1,, 8, — n,1, darstellen, so 
kônnen wir die Bedingung 

tt tnt, = 0 oder 8, +8, — 8, 


so aussprechen: der Punkt auf der mittleren Graden muf der 
Schwerpunkt der beiden andern sein und seine Masse die Summe 
der andern beiden Massen. 

Wir wollen uns denken, daB auf den Bildern der Graden, die 
den drei Beobachtungen entsprechen, Skalen abgetragen seien, an 
denen die Massenzahl jedes Punktes also die Zahl »(r.f,) abgelesen 
werden kôünne. Die Aufgabe der. Bahnbestimmung besteht dann 
darin, die drei Graden durch eine vierte Grade so zu schneiden, 
da m, — m,+m, und daf die Momente »,/, und "»,l, einander 
gleich sind, wo /, die Länge zwischen der ersten und zweiten 
Graden, {, die Länge zwischen der zweïiten und dritten bezeichnet. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so ist eine mit den Beob- 
achtungen vereinbare Bahn gefunden. 

Wir bedienen uns nun der Näherungswerte, die von Gibbs !) 
für die GrôBen n,, #,, n, angegeben sind und die eine für alle 
praktischen Zwecke ausreichende Genauigkeit besitzen. Das We- 
sentliche dabeï ist, daf # bei gegebenen Beobachtungen nur von 
der Länge r, des Vektors r, abhängt, der von der Sonne nach 
irgend einem Punkte der a-ten Graden führt. Es ist nämlich . 


n, = A+ Br), nn, =1—Bjr, nn, = A,(1+ Bjr) 


À, . sind nur von den Intervallen zwischen den drei Beob- 
schbng en abhängig. Für einen beliebigen Wert von o, läBt 
sich daher nicht allein der Vektor 1, — e,+o,f, und damit auch 
ré = 1,1, berechnen, sondern auch »,, und damit auch », — n,(r..f,), 
sodaf sich auf jeder der drei Graden neben einer ç-Skala auch 
eine »-Skala zeichnen läfit. 

Die Genauigkeit der Zeichnung ist nun ns sehr klein; 
aber sie läft sich beliebig steigern, ohne die Dimensionen der 
Zeïichnung zu vergrôBern. Das beruht darauf, daf unsere bary- 
zentrische Bedingung bei affiner Verzerrung der Zeichnung bestehen 
bleibt, wofern jeder Punkt seine Zahl » mitnimmt. Denn bei 
affiner Verzerrung bleiben grade Linien grade Linien, gleich ge- 


1) On the determination of elliptic orbits from three complete observations, 
National Academy of Sciences 4. $S.118 Siehe auch Werke, Bd. II. 
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richtete Strecken gleichgerichtet und ïhr Längenverhältnis bleibt 
ungeändert. Daher bleibt neben der Bedingung m,+m, — m, 
auch die Bedingung »1,1, — m,l, bestehen. Haben wir nun unsre 
drei Graden so durch eine vierte geschnitten, daf die geforderte 
Bedingung, soweit sich erkennen läfit, erfüllt ist, so sind damit 
auf den drei Graden kleine Stücke bestimmt, innerhalb deren die 
gesuchten Schnittpunkte liegen müssen. Nun kann man eine neue 
affin veränderte Zeichnung machen, bei der die vierte Grade die 
Affinitätsachse ist und in irgend einer Richtung, die von der Aff- 
nitätsachse abweicht, den Mafistab so stark vergrôBern, daf die 
kleinen allein in Betracht kommenden Stücke der drei Graden 
eine handliche Grôüfe erlangen. Die ganze Zeichnung braucht 
dabei keinen grôBeren Platz einzunehmen als die erste, obgleich 
sie die in Betracht kommenden Teile der m-Skala in grôBerem 
Mañistabe enthält. Die Punkte dieser Skala müssen mit den aus 
der ersten Zeichnung abgelesenen Werten der 9 natürlich berechnet 
und nicht etwa aus der ersten Zeichnung konstruiert werden, sonst 
würde man nicht die Genauigkeit durch Vergrôferung des Mañ- 
stabes steigern kônnen. Die neue Zeichnung wird nun grade wie 
die erste behandelt. Bei dem groBen Mafistabe wird man erkennen, 
da die Affinitätsachse die aufgestellte Bedingung nicht genau er- 
füllt, sondern eine andere Grade. Hat man diese gefunden, so 
werden durch sie noch kleinere Stück der @- und w-Skala bestimmt, 
die allein in Betracht kommen künnen, und wenn es nôtig ist, kann 
man abermals die Zeichnung affin verändern und das Verfahren 
so lange fortsetzen, bis die erforderliche Genauigkeit erreicht ist. 
Die Entfernungen /, und /, oder ihnen proportionale Grôfien müssen 
dabei aus den o berechnet werden, um den Widerspruch der Be- 
dingung m,l, — m,l, hinreichend genau zu ermitteln und durch 
Veränderang der Graden zu beseitigen. 

Zur praktischen Ausführung sind noch einige Bemerkungen 
zu machen. Man wird mit Gibbs statt der Parameter 0, lieber 
die Entfernung q, einführen, die von den Fufpunkten der von der 
Sonne auf die drei Graden gefällten Lote aus gezählt werden. 
Bezeichnet p, das auf die «-te Grade gefällte Lot als Vektor auf- 
gefaft, so ist v, — e,+o,f, = p,+q.f, und da das skalare Pro- 
dakt p,,f, = 0, so folgt e..f.+o, = 9, and tt, = p, +9, wo 
pi = p,.p. rà ist somit bequemer aus 9, denn aus ©, zu be- 
rechnen. Dabei ist p, — e,—(e,.f.)f.. Bezeichnen wir die Punkte 
der Bildebene, die den Loten p, entsprechen, mit P, und die den 
von der Sonne aus abgetragenen Vektoren f, entsprechenden mit 


- F,, so haben wir in P, den Wert q, — 0, in F,q,— ©. Ist 
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für irgend einen zwischenliegenden Wert q, der entsprechende 
Punkt Q, eingezeichnet, so läft sich die ganze g-Skala in der 
bekannten Weiïse als projektivische Punktreihe mit dem Lineal 
konstruieren. Will man sie rechnen, so hat man nur zu beachten, 
da q dem Verhältnis PQ/QF proportional ist. 

Bei der Bestimmung der Bahn eïnes Planetoiden kônnen wir 
im Interesse eines grôBeren Mafstabes die Parameter g gleich von 
einem hüheren Werte etwa 2 anfangen lassen in der Annahme, 
daf kleinere Entfernungen nicht in Betracht kommen. Die Kon- 
struktion der g-Skala geschieht dann nicht aus P, Q, F, sondern 
aus zwei Punkten Q und dem Punkte F. 

Die weiteren Bemerkungen schlieBen sich am besten an ein 
Beiïspiel mit den dazugehôrigen Figuren an. Ich wähle dazu das 
auch von Gibbs betrachtete Beispiel der von Gauf in der Theoria 
Motus ausgeführten Bahnbestimmung der Ceres. 

Wir denken uns die #- Achse in die Richtung f, gelegt, die 
y-Achse in die Richtung p,. Der Einheitsvektor der x-Achse werde 
mit 1, der der y-Achse mit j bezeïichnet, soda8 i = f,, j = p,/p,. 
Dann soll der Einkeitsvektor der +-Achse f durch das vektorielle 
Produkt von i und j bestimmt sein f — ix<j. In Fig. 1 sind die 


Figur 1. 


drei Graden mit ihren g-Skalen von 2 bis 5 gezeichnet, und es 
sind die den gezeichneten Skalenpunkten entsprechenden Werte 
von 7, dazugeschrieben. F, bildet dabei den Nullpunkt des Koor- 
dinatensystems der Bildebene, deren rechtwinklige Koordinaten | 
7, 6 mit den räumlichen Koordinaten durch die Gleichungen 
nm — y/x, £ = 2/x zusammenhängen. F,0Q, ist die 7-Achse. Die 


PIRE ee 
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_Sonne denken wir uns unter der Zeichenebene im Abstand 1 


unter Æ, Dann liegt die £-Achse beim Betrachten der Figur 
nach oben, wenn die »-Achse nach rechts läuft. Als erste An- 
näherung an die gesuchte Bahn wählen wir die Grade QQ, Q,, für 
welche die drei Werte von r} nahezu einander gleich sind, in der 
Annahme, daf der Planet seine Entfernnng von der Sonne nicht 
sehr erheblich geändert hat. Man überzeugt sich leicht, daB es 
für die gezeichneten Stücke der drei Graden nur eine vierte 
Grade gibt, für welche die drei Schnittpunkte gleichen Werten 
von », entsprechen. Dreht man die Grade um Q,, so wacbsen 7, 
und 7,, während 7, unverändert bleibt. Verschiebt man die Grade 
parallel mit sich, so daf Q, auf F, zurückt, so nimmt r, zu, während 
r, abnimmt. Die Punkte Q liegen ungefähr bei den Werten 


LE 2,5; da — 2,6; ds — 2,5. 


Für diese drei Werte rechnen wir nun die Vektoren ”,r, — 8, 
aus und bestimmen den Vektor 


8,—8,+8, — W, 


den wir den , Widerspruch der Bedingung 8, —8,+ 8, — 0“ nennen. 

Es kommt nun darauf an, die Werte g,, q,, 4, so zu korrigieren, 
daB der Widerspruch kompensiert wird, d.h. daf 46, — 48,+ 48, 

—1v. Vernachlässigt man Grüfen zweiter Ordnung, so kann 
Fe = de PT Re 
kônnen nun, wie oben beschrieben, verfahren und eine neue Zeich- 
nung entwerfen, bei der die Grade der ersten Annäherung zur 
Affinitätsachse gemacht wird. Die erste Näherung sei durch die 
Gleichung £ = ay+b gegeben oder z2—ay—bx— 0, dann führen 


man 48, — q,1q, setzen, wo g, — 


Wir Z — 2—ay—bzx und £ — . als neue Veränderliche statt z 


und £ ein und zeïchnen die Ordinaten £ in stark vergrôBertem 
MaBstabe. Sind g,, q,, 4, die drei Parameter der ersten Näherung 


und t,,t,,t, die zugehôürigen Vektoren, so berechnen wir die drei . 


Ânderungen A1, = Î, 4q, und damit je zwei neue Punkte r, +f, 4q, 
der drei Graden und führen hier auch die Grüfe z und durch 
Division mit x die GrüBe £ — = ein. So gewinnen wir je drei 
Punkte unserer drei Bildgraden in der affin verzerrten Ebene, die 
durch ïhre Verzerrung eine hôhere Genauigkeit liefert. Die Fig. 2 
stellt die affin verzerrte Bildebene dar. Die Verbindungslinie der 
Pankte 4, — 2,5 und q, — 2,6 zeigt in dem vergrôfierten Maf- 
stabe eine dentliche More von g, — 2,5. Schon die Be- 
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dingung m,—m,+m, — O ist für diese Grade nicht erfüllt, son- 
dern ergibt einen Widerspruch w. Wir drehen nun die Grade um 
den Punkt g, — 2,6. Dabei bleibt », ungeändert, während m"”, 


26€ 
250 7 


DE 
A 2 A 


& 
F. | 


Figur 2. 


und », sich im gleichen Sinne ändern. Bei der Drehung sind die : 
Anderungen von g, und qg, nahezu in konstantem Verhältnis, das 


ent- 


wir an der Figur ablesen. Die Werte von 7 und 


nehmen wir aus der Berechnung der Vektoren % = ——t+nf, 
deren x«-Komponenten sie sind. Dabei genügt die Gonanigkoit 
des Rechenschiebers. Auf diese Weise finden wir die Anderung : 
dm, dm, 
das AA dq, 
bestimmen on eine Gate A À durch den Punkt q, — 2,6 für 
die »,—m,+ m,, soweit die Genauigkeit der Zeichnung reicht, #léch 
Null wird. In derselben Weise bestimmen wir eine zweite Grade 
BB durch einen andern Punkt der zweiten Graden, z. B. indem : 
wir die Verbindungslinie von g, = 2,5 und q, — 2,4 um ïihren 
Schnittpunkt mit der zweiten Graden drehen, und damit den 
Widerspruch von m,—m,+m, = O zum Verschwinden bringen. 
Nun ermitteln wir für À A und BB die Widersprüche der Glei- 
chung m,n,—m,n,+m,n,. Den Wert von m»,7, finden wir dadurch, 
daf der Differentialquotient nach g, gleich der y-Komponente von 
dB der 2% Ce es , 
Ga. oder 2 
Graden 4 4 und BB finden wir durch linearé Interpolation oder, 
wie in diesem Falle, Extrapolation die Grade CC, für die der 
Widerspruch verschwindet, die also mit der Genauigkeit der 
Zeichnung die . darstellt. Ihr entsprechen die Werte 


— 2,515; 9, — 2,570; Q, = 2,408. 


= Aqs die m,—m,+m, bei der Drehung erleidet, und 


r,+n,f, ist. Aus den Widersprüchen für die 


Diese re wird abermals zur Affinitätsachse gemacht und in 
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einer dritten Figur (Fig. 3) wird das Verfahren noch einmal wieder- 
holt und es werden damit die Werte 


— 251493: q, — 257046: q, — 2,40360 


da . Genauigkeit der Genauigkeit der Beobachtungen 
entspricht. 


Figur 3. 


Ein anderes graphisches Verfahren führt schneller zum Züel, 
hat aber nicht den Vorzug, die gefundene Bahn vor Augen zu 
führen. Es besteht in Folgendem. Die drei Vektoren 


AR AS CAES et 
Ga aq, da, 
werden in der Bildebene durch drei Punkte @,, G,, G, mit den 
zugehôrigen Massen 9,, g,, 9, dargestellt. . idbrfir a — 1 und 


8 negativ, für « — 2 dagegen positiv und in allen drei Fällen 
klein gegen »,. Daher liegen G, und G, auf der Verlängerung 
von Q,F, und Q,F, (Fig. 1) über F, und F, hinaus. G, dagegen 
zwischen Q, und F,. Wenn man den Vektor tv ebenfalls durch 


1 einen Massenpunkt der Bildebene darstellt, so kann man die Massen 
ù in &,, G,, G, so mit Faktoren w,, w,, w, multiplizieren, daf tv der 
1 Schwerpunkt der neuen Massen, a 

: D = W,g,+w,0, +0, 

: wird. Dann hat man nur 49, = —w,, 4q, = w,, A9, = —w, 
: zu setzen, um den Widerspruch zum Verschwinden zu bringen. 


Bezeïichnet W den Punkt, der den Vektor tw darstellt, so ist die 
Masse von w,g, gleich dem Verhältnis der Dreiecke WG, G, durch 
; GG, Gy die Masse von w,g, gleich dem Verhältnis der DRE 
É .  GWG, durch G,G,G,, von wg, gleich dem Verhältnis G. G,W 
en G,G,G;; Se die Dreiecke mit dem gleichen de ent- 
gegengesetzten Vorzeichen zu nehmen sind, je nachdem sie in der 
hingeschriebenen Reihenfolge der Ecken gleichen oder entgegen- 
gesetzten Umlaufssinn haben. Da keine hohe Genauigkeit hierbeï 
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verlangt wird, weil es sich um kleine Korrekturen handelt, so ist 
die graphische Lôüsung der numerischen Auflôsung der Vektor- 
gleichung vorzuziehen. Es gibt noch eine andere Art der Zer- 
legung des Vektors tw, die im allgemeinen wohl vorzuziehen sein 
wird. Wir dividieren die Vektoren g, durch ihre Massen, die mit 
ds ds 93 bezeichnet werden mügen und nennen die entstehenden 
Vektoren a,, a,, a. Diese führen von der Sonne bis zu den Punkten 
G,, G,, G, der Bildebene. Sei w,g, = %,, so ist 10 = w,a,+%w,@. 
+w,a,. Wir schreiben nun 


D :— w, (a, DE a,) % (w, GR w, # Ws) a, Le A (a, Fe a.) 


a,—a, und a,—a, sind Vektoren, die von G&, zu den Punkten G, 
und G@, führen. Die skalare Multiplikation mit f, ergibt, daf die | 
Masse von W nämlich (w.f,) gleich w,+w,+%, ist. w, und w, 
sind demnach die Mafizahlen des Vektors mw—(w.f,)a, (d. h. des 
mit 1w.f, multiplizierten Vektors G,W, wenn wir ihn in Kompo- 
nenten nach G&,G, und G,G, zerlegen), und künnen somit aus der 
Zeïchnung unmittelbar entnommen werden. Es kann vorkommen, 
daB der Punkt W aus der Zeïchnung herausrückt. In diesem Fall 
kann man die rechtwinkligen Komponenten von 6—(\v.f,)a, rechnen 
und diesen Vektor oder, wenn er zu klein ist, ein Multiplum von 
ihm von G, aus abtragen. So ist in Fig. 1 das Zehnfache von 
w—(Ww.f,)a, gezeichnet. 

Die Berechnung der Vektoren r, aus den Beobachtungen und 
die Berechnung von 8, aus r, geschieht am besten mit der Rechen- 


maschine, Die Faktoren », und Le kôünnen bei der ersten Nähe- 


[24 


rung allenfalls mit dem Rechenschieber gerechnet werden. Bei den 
folgenden Näherungen dagegen ist eine Logarithmentafel vorzu- 
ziehen, wenn man nicht Tafeln von 1/r° als Funktion von » be- 
nutzen will. In diesem Falle würde auch die Rechenmaschine 
zweckmäfiger sein. Die Berechnung der Vektoren t und 8 ist mit 
der Rechenmaschine in wenigen Minuten auszuführen. Die letzte 
Rechnung ist nur als Kontrolle der vorigen Rechnung zu be- 
trachten, um zu sehen, ob mit den gefundenen MW erten von q;,, Q» Q 
der Widerspruch tatsächlich soweit verschwindet, wie der Genauig- 
keit der Beobachtungen entspricht. 

Aus den drei Vektoren r, uud den Beobachtungszeiten sind 
dann in der üblichen Weise die Bahnelemente zu berechnen. 

Um einen Uberblick über den Umfang des Verfahrens zu geben, 
môügen hier die einzelnen Schritte, wie sie für die Bahnbestimmung 
der Ceres zu machen sind, zusammengestellt werden. 
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. Die Beobachtungen ergeben 


TL, TE IL. 
f: 0986837 1 0,980 403 
— 0,015 389 0 0,283 302 
0,160988 0 — 0,128 349 
p: —0,069793 O0 — 0,261 578 
— 0,860374  0,317284 0,696 841 
+0,345872 0 — 0,398 814 

und in den Ausdrücken », — À, fi — ae ) 

À: 0,484 719 1 0,515 281 
D: 0,466 886  —2,081480 0,365 083. 


Mit diesen Daten werden zunächst die drei Graden Q F der 


Fig. 1 gezeichnet und als erste Annäherung der Bahn die Grade 
Q,Q,0, mit den Werten q, = 2,5, q, — 2,6, 4 — 2,5 ermittelt. 
Mit diesen Werten werden die Vektoren 


be p,+25f,, Vi p; + 2,6 fa 


die Quadrate ihrer Längen 


ls — p, + 2,5 LÉ 


e = pi + 6,25, r. Sn P: + 6,76, Ce = ps + 6,25 


und die Werte », und re berechnet 
r: 23973 2,6 2,1144 
— 0,8988  0,31738 1,4051 
0,7480 0 — 0,7197 
n: 04966 08842  0,5258 
_ —0,0126  0,1317  —0,0110. 
Hieraus berechnen sich die Vektoren: 
8 — nt 11906 : 22988. 11112 
— 0,4464  0,2805 0,7384 
0,3715 O0 — 0,3782. 


Das ergibt : 
| W — 3,—8,+8, — 0,0080 i + 0,0115 j — 0,0067f. 


Die Kleinheit des Widerspruchs iw zeigt, daf die Annahme der 


Gleichheit von r.,,r,, r, nicht sehr fehl geht. Aus einem beträcht- 
Kgl. Ges. d. Wiss, Nachrichtgn. Math.-phys. Klasse. 1922. Heft 1. b 
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lichen Werte von t würde man auf eine beträchtliche Exzentri- 
zität zu schliefen haben. Dann würde es sich lohnen, in der oben 
beschriebenen Weise die Grade Q,, Q,, Q, zunächst zu drehen und 
zu verschieben, um eine bessere erste Annäherung zu bekommen. 
Ferner erhalten wir die Vektoren 
d8, dan 


dx EX Qc FE dq, La + Na far 


deren Komponenten in Bezug auf i,j, f mit dem Rechenschieber 
abgelesen werden kônnen: 
g: 0,462 1,226 0,476 
0,004 0,042 0,131 ss. 
0,071 O0 — 0,058. de 
Um die Punkte G&, zu zeichnen brauchen wir nur die Werte 


ie : : : à : 
FEU i) und »,(f,.i), aus denen sich die erste Zeile zusammen- 


nn die die Massen 9,, 9,, 9, der Punkte G, angibt. Die andern 
beiden Zeiïlen liefern uns aber durch 9, dividiert direkt die Koor- 
dinaten der Punkte G, und wir kônnen dann beim Eintragen den 
Umstand, daf sie auf den Graden Q,F, liegen müssen, als Kon- 
trolle benutzen. 

Jetzt ist 


a, = — i+0,084j 
FA | 
und somit 
w—(w.i)a, — 0,0114j—0,0067f. 
Die Figur gibt nun für den Vektor : 
10(w—(w.i)a,) = 0,114j—0,067€ 
die Zerlegung 
— 0,068 (a, — a,) + 0,464 (a, — a.) 
und somit 
10w — — 0,068 a, — 0,366 a, + 0,464 a, 
= 20 15, 0,309, +0,97, 
 d. h. die Da q, erhalten die Anderungen 
Æ 0,015, 270,000 270, — | 0,097, 
sodaf . neuen Parameter sind: 
— 2,015, 9, 2,70, 70, — 2,409: 
Mit diesen Wet werden nun noch einmal die Vobtores A | 


L 


7 


ME 


re RARE P PTIT TM LE 
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= p,+q.f, und die Werte n, jetzt aber mit sechs Dezimalen 
ae 


t: 2412102 2,570 2,029 241 
—0,899076 0317282  1,377616 
0,750456 0 — 0,707 237 


n: 0,496 457 0,880 127 0,526 666 
und damit 
SR: 1,197505 2,261 926 1,065 046 
— 0,446 353 0,279 248 0,725 544 
C 0,372569 O0 __ —0,372478. 
Das ergibt für den Widerspruch 
10° — 625i—57j+91f. 
Die Punkte G, und ïhre Massen brauchen nicht von Neuem ge- 
rechnet zu werden, da die Anderungen in der Figur doch kaum be- 
rücksichtigt werden kôünnen. Die Fig, 1 liefert nun für den Vektor 
10°w—625a, — —78j+91f 
die Zerlegung 
—78j+91f — 368 (a, — a,) — 285 (a, — a), 
sodaf 
10°wù — 368 a, +542 a, —285 a, 
wobei die letzte Stelle der drei MaBzahlen um mehrere Einheiten 
unsicher ist. Wir kürzen daher auf 5 Stellen ab 
: 10°w — 80g, +449, — 60 9, 
und erhalten damit 
Age 90:10, =.44.10%,;:49,—= 60.10" 
und die verbesserten Werte der Parameter: 


— 251420, 4, — 257044, q, — 2,40 360. 


Um zu rs ob diese Werte die den Beobachtungen ent- 
sprechende Genauigkeït besitzen, wird die Rechnung zum Schluf 
noch zum dritten Mal wiederholt: 

t = p+agf: 2,4113813 2,570 440 2,022 811 

; — 0,899065 0,317 284 1,377 786 


0,750328 0 — 0,707 314 
57 ; 
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gd: 6321202 6607162 6777293 
p': 0.864534 0,100668  0,713062 | 
r: 7.185736 6,707830 6,490 355 *, 
n : 0,496 468 0,880 188 0,526 658 


8 — nr:  1,197140 2262470 1,066 330 
0446357 0279270 0725622 


0,3872514 O0 — 0,372 518 
und damit wird der Widerspruch 1 = 8, — 8,+8, 
10m BI LE 
Es lohnt sich nicht, diesen Widerspruch durch weitere Ânderung | 


der q zu beseitigen. Denn nehmen wir an, daf die Richtungen f 
Febler bis zu 1” haben kônnen, so kônnen f.j und f.f in der 
6. Dezimale um à Einheiten falsch sein. Das würde für r.j und 
t.f Fehler von mehr als 12 Einheiten der 6. Stelle und für &,.j 
und 8,.f sowie 8,.j und 8,.f Fehler von 6 Einheiten, für 8,.] 
einen Fehler von 10 Einheiten bedingen kônnen. Es genügt daher 
vôllig, wenn tw bis auf die 5. Dezimale zum Verschwinden ge- 
bracht ist. 


Bemerkung zu meiner Note ,Über eine Eigenschaft 
der Abbildungsfunktionen bei konformer Abbildung“. 


Von 
R. Courant in Güttingen. 


Vorgelegt von C. Runge in der Sitzung vom 14. Juli 1922. 


Unter dem obigen Titel habe ich in diesen Nachrichten, Jahr- 

* gang 1914, $S. 101—109 neben einem Beweise des Satzes von der 
Ränderzuordnung einen Konvergenzsatz für die Abbildungsfunk- 

tionen einer Folge von Jordanschen Gebieten verôffentlicht. 
o Durch ein Versehen ist in $ 2 dieser Verôffentlichung für den 
Begriff der gleichmäfigen, oder wie es vielleicht zweckmäfiger 
heifen sollte, der glatten Konvergenz einer Folge Jordanscher 
Kurven I°, 1,, [,,... gegen eine Jordansche Kurve I' eine der 
Naâtur der Sache nicht angemessene, zu enge Definition gegeben 
worden, die ich hier berichtigen môchte!). Wir wollen sagen, daf 
die Jordanschen Kurven I, mit wachsendem » gegen die Jordan- 
sche Kurve l' gleichmäfig konvergieren, wenn folgende Be- 
dingungen erfüllt sind: 1) Die Kurven I, konvergieren im ge- 
wühnlichen Sinne gegen I. 2) Ist P ein Punkt auf und sind 
P,, P, irgend zwei Punkte innerhalb 1, deren Abstand von P 
kleiner als & ist, so lassen sich für hinreichend grofes diese 
Punkte P, und P, durch einen ganz innerhalb 1}, liegenden Strecken- 
zug verbinden, dessen Durchmesser unterhalb einer von *, P,, P, 
unabhängigen, mit s gegen Null strebenden Schranke bleibt. Unter 
dem Durchmesser des Streckenzuges wird dabei in üblicher Weise 
der maximale Abstand von zweien seiner Punkte verstanden. Die 
4 Sätze und Beweise der genannten Arbeit sind bei dieser Definition 
» ohne jede Ânderung gültig?). Insbesondere gilt der Satz: Sind 


1) Ich wurde auf diesen Umstand durch eine mündliche Bemerkung von 
Herrn A. Ostrowski aufmerksam. Von Herrn Rad6 in Budapest erfabre ich, 
daf er für den unten formulierten Satz einen auf anderer Grundlage beruhenden 
Beweis gefunden hat, den er demnächst verôffentlichen will. 

2) Im Text der genannten Arbeit ist also lediglich auf S. 106, Zeile 10 das 
Wort ,,Länge‘ in , Durchmesser‘‘ zu verwandeln. AuBerdem steht in Zeile 7 ein 


iñ » 
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v, (€), v, (€), .…, (6) die Funktionen, welche den Einheits- 
kreis [£[ £1 auf die von I, 1,,..., I begrenzten Gebiete 
der +-Ebene umkehrbar eindeutig und konform ab- 
bilden, sodaf dabei alle diese Funktionen für € = 0 
verschwinden und reelle positive Ableitungen haben, 
dann konvergieren im ganzen Einheitskreise ein- 
schlieBlich des Randes die Funktionen #,(f) gleich- 
mäfig gegen (€), wenn die Jordanschen Kurven I, 
gleichmäfig gegen I’ konvergieren. 

Umgekehrt ist es leicht zu zeigen, dañ die obige Bedingung 
auch notwendig ist. 

Der ausgesprochene Satz ist de Anwendungen fähio: ?. 
Hier sei auf die folgende hingewiesen: Wir verstehen DRE 
unter I”,,1,,..., l' die obigen Jordanschen Kurven, unter @,, 


&,, .., @ die von ihnen begrenzten Gebiete der x-y-Ebene. Es 


sei f(x, y) irgend eine in allen &, und in & einschlieflich des 
Randes stetige Funktion. Unter u,(x,y), bzw. u(x,y) verstehen 
wir diejenige im Innern von @,, bzw. & reguläre Potential- 
fanktion, welche auf 1, bzw. I' dieselben Randwerte annimmt 
wie f(x,y). Dann behaupten wir, da für die Funktionen w, gleich- 
mäfig in ihrem Existenzbereiche die Beziehung 
lim a Mn (es y) FT u(x, y) 
n —= 

besteht. Mit anderen Worten: Die Lüsung der Randwert- 
aufgabe der Potentialtheorie ändertsichstetig, wenn 
mit dem Gebiete gleichzeitig die Randwerte stetig 
geändert werden. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem obigen Theorem, 
wenn wir die Potentialfunktionen ,(x, y) vermôge der Abbildung 
durch #,(6) auf den Einheïtskreis [£| = 1 der £-Ebene verpflanzen; 


die Randwerte auf dem ares konvergieren dann gleich-, 


mäfig. 


‘ 


sinnstôrender Druckfehler, es mu$ nämlich T,, statt l' heifen. SchlieBlich müssen 
auf $. 104, Zeile 21 die Worten ,,kurzen ganzen‘ durch ,nahe an P“ ersetzt 
werden. l 

1) Vergleiche auch die nachstehende Abhandlung von v. Kerékjärt6. 


Kurvenscharen auf Flaächen. 


Von 
B. von Kerékjärté z. Z. in Gôttingen. 


Vorgelegt von C. Runge in der Sitzung vom 14. Juli 1922. 


$ 1. Scharen von Jordanschen Kurven. 


Gegeben sei eine Schar {|j} auf einer Kreisscheibe liegender 
Jordanscher Kurven, von der wir voraussetzen, daB durch jeden 
Punkt der Kreisscheibe abgesehen von gewissen singulären Punkten, 
eine und nur eine Kurve läuft. Ein singulärer Punkt heift ein 
Zentrum, wenn durch ïhn keine Kurve geht, mehrfacher Punkt, 
wenn wenigstens zwei Kurven durch ïihn laufen. 

Wir wollen zuerst den schon der Anschauung zugänglichen 
Satz beweisen, daB eine Schar auf der Kreisscheibe wenigstens 
‘ emen singulären Punkt haben mufi. Wenn wir ferner voraus- 
setzen, daB sie nur Zentren und zwar hôchstens in abzählbarer 
. Mächtigkeit enthält, dann hat sie ein einziges Zentrum, um welches 
dann die Kurven konzentrisch verlaufen in dem Sinne, daf jede 
Kurve das Zentrum im Innern enthält und von je zwei Kurven 
eine im Innern der anderen liegt. 

Sei zunächst |ÿ | eine Schar von J'ordanschen Kurven, von 
der wir voraussetzen, daf durch jeden Punkt der Kreisscheibe 
eine und nur eine Kurve der Schar läuft; die Kreisperipherie sei 
dabei ebenfalls eine Kurve der Schar. Gribt es eine Kurve j der- 
art, daB im Innern von ) die Kurven konzentrisch liesen, dann 


_ gibt es wenigstens einen Punkt, der im Innern von allen inner- 


halb ÿ verlaufenden Kurven der Schar liegt; durch diesen Punkt 
läuft also keine Kurve der Schar. — Gibt es aber keine Kurve, 
in deren Innern die Kurven konzentrisch liegen, dann kann man 
zwei auBerhalb einander liegende Kurven j, und j, auswählen, im 
Innern dieser wieder je zwei auBerhalb einander liegende Kurven 
= Door Jos PZW. Dior Jus USW. Jedem unendlichen Dualbruch 


a — 0,4, 0... (œ; = 0, 1), 
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lassen wir den Durchschnitt der Innengebiete der Kurven 
de JE er le anse entsprechen. Die Menge dieser Durch- 
schnitte, die von einander getrennte Kontinua darstellen, hat also 
die Mächtigkeit des Kontinuums. Dann gibt es unter diesen 
Durchschnitten wenigstens einen, der keine inneren Punkte hat. 
Durch einen Punkt dieses Durchschnittes kann keine Kurve der 
Schar laufen, denn diese Kurve würde dann zusammen mit ihrem 
Inneren innerhalb des Durchschnittes liegen, welcher jedoch eine 
nirgends dichte Menge ist. 

Nun betrachten wir eine Schar } j} einander nicht treffender 
Jordanscher Kurven, soda8 durch jeden Punkt der Kreïisscheibe 
mit Ausnahme der Punkte P,, P,,..., deren Anzahl = 2 seï, eine 
Kurve der Schar läuft. — Zunächst ist es klar, daS unmôglich 
alle Kurven konzentrisch liegen künnen, da nämlich dann zwischen 
zwei solchen Kurven entweder kein, oder aber ein Kontinuum von 
Zentren und folglich im Inneren irgend einer Kurve entweder ein 
einziges Zentrum, oder ein Kontinuum von Zentren liegt. Seien 
also j, und 7, zwei auBerhalb einander liegende Kurven. Wenn es 
eine kleinste Kurve ÿ gibt, die ;, und ÿ, enthält, so nehmen wir 
diese Kurve und ihr Inneres (dieses Kontinuum bezeichnen wir 
mit X und die Kurve ; mit Æ,); sonst nehmen wir den Durch- 
schnitt der Innengebiete von allen Kurven ;, die zugleich ÿ, 
und ;, enthalten, und dieses Kontinuum bezeichnen wir mit X. 
Nun nehmen wir die grüfite Kurve, die j, im Inneren, j, im 
Âuferen hat, diese Kurve und ihr Inneres bezeichnen wir mit K; 
wenn es aber keine solche grôBte Kurve gibt, dann nehmen wir 
die Summe der Innengebiete von allen Kurven 7, die j, im Inneren 
und ;, im AuBeren haben und diese offene Punktmenge bezeichnen 
wir mit C. Wir erklären X,, bzw. C, auf die gleiche Weise. 
Nun nehmen wir eine dritte Kurve , innerhalb von X, aber auBer- 
halb von ÿ, und 7, und zwar eine solche, deren Inneres einen 
môglichst grofen Kreis enthält. Wir nehmen die grôfite Kurve, 
die j, im Inneren, ;, und j, aber im Âuferen hat und bezeichnen 
diese Kurve und ihr Inneres mit Æ,; wenn es aber keine solche 
gibt, so die Summe der Innengebiete von diésen Kurven mit C,; 
und so fahren wir fort. Seien dabei &,,a;,..., bzw. B,,B,, ... 
diejenigen Indizes; für welche K,, bzw. Cp, erklärt wird. Dann 
lassen wir von À alle Mengen Cg, fort, so bleibt aus Æ eine eben- 


falls zusammenhängende abgeschlossene Menge X’' übrig. Anderer- 
seits wird Æ durch die C4 und X, erschôpft, also wird das Kon- 
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tinuum Æ’ in die abzählbare Menge von getrennten Kontinua 


K,, K,,,... zerlegt, was aber unmôglich ist !). 

Aus dem Bewiesenen ergibt sich nun fast unmittelbar : 

Der Kreisring und der Torus sind die einzigen zweiseitigen 
Flächen, auf denen eine vollständige Bedeckung durch einander 
nicht treffende Jordansche Kurven môglich ist; die Kreisscheibe 
und die Kugelfläche die einzigen, auf denen eine Bedeckung mit 
Zulassung von (abzählbar vielen) Zentren môglich ist. (Dabei gibt 
es auf der Kreisscheibe ein einziges Zentrum, auf der Kugelfläche 
zwei.) 

LäBt man auf der Kugelfläche einen einzigen singulären Punkt 
zu, daun ist dies notwendig ein mehrfacher Punkt und alle Kurven 
der Schar laufen durch ïhn und liegen derart, wie die stereo- 
graphische Projektion einer Parallelschar. Läft man zwei Aus- 
nahmepunkte zu, so sind entweder beide Zentren (und die Kurven 
verlaufen wie Parallelkreise), oder aber beide sind mehrfache 
Punkte. 

Wie wir gesehen haben, liegt auf einer Kreisscheibe eine 
Schar einander nicht treffender Jordanscher Kurven konzentrisch 
um ein Zentrum O. Es ist klar, daB, wenn eine Folge P,, P,, 
von auf den Kurven ),, /,, ... liegenden Punkten gegen einen 
Punkt P der Kurve j konvergiert, dann auch die Kurven ,,7,, 
gegen die Kurve j konvergieren, d.h. es gibt eine gegen 0 kon- 
vergierende Folge 0,,0,,... von positiven Zahlen derart, daf , 
und ÿ von einander überall eine Distanz < 0, haben; der Menge 
dieser Kurven läft sich die Menge der reellen Zahlen #, 0 <t<1, 


in eineindeutiger und stetiger Weïse zuordnen, wobei der Wert 


t — 0 dem Punkte O entspricht. Wie ein einfaches Beispiel zeigt, 


- folgt daraus noch nicht, dafi die Kurvenschar mit der Schar der 


konzentrischen Kreise homôomorph ist (d. h. daf sie sich durch eine 
topologische Abbildung der Kreisscheibe auf sich selbst in die 
Schar der Kreise überführen läfit). Dazu ist vielmehr die folgende 
Bedingung notwendig und hinreichend: Wenn beliebig gewählte 
Punkte P;, Q, von j, für i—co gegen einen und denselben Punkt 
P konvergieren, dann konvergieren auch die auf y; geeignet ge- 
wählten Bôgen P,Q, gegen diesen einzigen Punkt P (d.h. ihre 
Durchmesser konvergieren gegen 0). Dieser Bedingung kann man 
noch verschiedene andere Formen geben, deren Âquivalenz sofort 
einleuchtet, etwa da die Schar gleichmäfig unbewallt sei, oder 


1) Diesen Satz beweist man ähnlich, wie die Nichtabzählbarkeit einer per- 
fekten Punktmenge. 
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auch daB die Parameterdistanz von zwei gegen einander konver- 
gierenden Kurven gegen 0 konvergiere, usw. — Den erwähnten 
Satz, laut dessen unter solcher Voraussetzung die Kurvenschar 
sich durch eine topologische Abbildung der Kreïsscheïibe auf sich 
selbst in die Schar der konzentrischen Kreïise überführen läft, 
habe ich topologisch bewiesen !). Eine analytische Beweismethode 
für denselben Satz wurde mir von F. RieB angedeutet: Man bilde 
das Innere irgend einer Kurve j, der Schar {7,} (0=<tÆ<1), auf 
das Innere des Kreiïses |[w] = { eineindeutig und konform so ab, daf 
dabei der Punkt O in w = 0 übergeht und dort die Ableitung der 
Abbildungsfunktion f,(2) positiv und reell ausfällt; die Funktion 
F(2), die auf jeder Kurve 7, mit den Randwerten von f,(2) auf 
dieser Kurve identisch ist, ergibt eine eineindeutige Abbildung 
der Kreisscheibe auf sich selbst, die die Schar {|7,} in die Schar Re 
der konzentrischen Kreise überführt*). Dañ die Funktion FÆ(+) 
stetig ist, folgt aus einem Satze von Courant über konforme 
Abbildung von veränderlichen Gebieten *); die in seiner Arbeït auf- 
gestellte Bedingung für die gleichmäfige Konvergenz der Kurven 
läft sich durch die oben erwähnte Bedingung der Konvergenz der 
Bôügen ersetzen, welche notwendig und zugleich hinreichend ist). 


$ 2 Offene Kurven. 


Unter einer offenen Linie verstehen wir das topologische Bild 
einer unendlichen Geraden; als ein Ende desselben bezeichnen wir 
die Menge der Häufungsstellen aller Punktfolgen, deren ent- 
sprechende Punkte auf der Geraden nach rechts, bzw. nach links 
gegen unendlich konvergieren. 

Wir betrachten eine Schar von auf einer Kugelfläche liegenden 
Kurven; jede Kurve sei entweder eine (geschlossene) Jordansche 
Kurve, oder aber eine offene Linie, deren Enden wenigstens je zwei 
Punkte enthalten; und durch jeden Punkt der Kugelfläche (abge- 
sehen von gewissen singulären Punkten) soll eine und nur eine 
Kurve der Schar laufen °). 


1) Ungarische Akademie der Wissensch., 22. Mai 1922. 
2) Wir setzen voraus, daB der ursprüngliche Kreis ebenfalls den Radius 
1 hat. 
3) Gôtting. Nachr., 1914, S. 106. 
#2 4) S. die vor diesem Aufsatz abgedruckte Bemerkung von Courant. 

: 5) Statt unserer Kurven kann man ebenso eine Menge von Jordanschen 
Bôüger betrachten, von welcher vorausgesetzt wird, da jeder gewühnliche Punkt 
der Fläche entweder innerer Punkt eines Bogens ist und dann zu keinem anderen 
Bogen gehôrt, oder aber gemeinsamer Endpunkt von zwei und nur yon zwei 


à 
g 
à 
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Zuerst bemerken wir, daB es müglich ist, die Kugelfläche 
durch eine aus lauter solchen offenen Linien bestehende Schar so 
zu bedecken, daf durch jeden Punkt der Fläche eine und nur eine 
Kurve der Schar läuft. 

Wir setzen also von unserer Kurvenschar folgendes voraus: 
Sie besitze hôchstens eine endliche Anzabhl von singulären Punkten; 
ferner zu jedem gewôhnlichen Punkte P gebe es eine Umgebung 
U,, sodaB, wenn die Endpunkte P,, Q, der in U, liegenden Bôgen 
P,Q, gegen einen und denselben Punkt Q von U, konvergieren, 
dann auch die Bügen ,Q, gegen Q konvergieren. 

Sei P ein gewôhnlicher Punkt, U, eine Umgebung um P, die 
ihm laut unserer Bedingung von der Konvergenz der Bôgen zu- 
kommt, und von welcher wir voraussetzen dürfen, da sie keinen 
singulären Punkt enthält. Ich behaupte, daf unmôglich eine Kurve 


. der Schar gänzlich in U, liegen kann. Wäre nämlich dies der 


Fall, so würden ihre Enden aus je einem Punkte bestehen, und 
sowohl diesé Kurve jy, wie auch die in ihrem Inneren liegenden 
Kurven wären geschlossene Jordansche Kurven; innerhalb von 
j, oder auf j würde daher, laut $ 1, wenigstens ein singulärer. 
Punkt liegen, gegen unsere Voraussetzung. Die Kurven, die 
durch die Punkte von U, laufen, treten also in beiden Richtungen 
auf der Kurve aus U, hinaus. — Wir betrachten eine Folge 
b,,b,,... von innerhalb U, liegenden Bôügen, deren Endpunkte auf 
der Begrenzung von U, liegen und auf denen liegende Punkte 
P,, P,,... gegen P konvergieren; wir behaupten, dafi die Bügen 


b,,b,,... gesen den durch P laufenden Bogen d der Schar kon- 


vergieren. Wäre dies nicht der Fall, dann betrachten wir die 
Häufungsmenge der Folge der Bügen b,, b,,..., von denen wir 
voraussetzen künnen, da der Bogen b, die Bôgen 4,, b,, ..., b,, in 
U, von b trennt. Sei d der Durchschnitt der Zwischengebiete 
von b; und b innerhalb von U, (à — 1, 2,...). Durch Fortlassung 
des Punktes P wird d, dessen Begrenzung aufer zwei Bôügen der 
Begrenzung von U, aus » und k besteht, in zwei getrennte Teile 
zerlegt. Ein Bogen der Schar, der durch einen von b verschiedenen 
Punkt von k läuft, tritt in beiden Richtungen an dem gleichen 
Begrenzungsbogen von d aus U, hinaus, und folglich wären die 
Bôügen, die durch die von b verschiedenen Punkte von À laufen, 
in einer abzählbaren Menge vorhanden. Dies ist aber unmôglich 
aus dem schon oben erwähnten Umstande, da es unmôglich ist, 


Bôgen. — Die bei unserem Ansatz vorliegende Beschränkung für die gerade Ord- 


 nung der mebrfachen Punkte ist jedoch unwesentlich. — 
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das Kontinuum k in eine abzählbare Menge getrennter Kontinua 
(gemeinsamer Teil je eines Bogens mit k) zu zerlegen. — 


Aus der bewiesenen Konvergenz ergibt sich die folgende Be- 
hauptung: konvergieren die Punkte P,, P,,... gegen P und ent- 
hält keine der durch diese Punkte laufenden Kurven X,, K,, ..., K 
einen singulären Pankt, dann konvergieren auch die Kurven 
K,, K,,... gegen X. Aus der Bedingung von der Konvergenz 
der Bügen läft sich ferner schliefen, daB es môglich ist, je eine 
topologische Abbildung von X auf XÆ,, X,,... derart anzugeben, 
daB die irgend einem Punkte Q von X dabei entsprechenden Punkte 
Q, von K; gegen Q konvergieren, d.h. daf in geeignetem Sinne 
die Parameterdistanz von (X,, K) für 4 —co gegen 0 konvergiert. 


Nehmen wir eine offene Kurve XÀ der Schar; sei P,, P,,.….. 
eine gegen einen gewühnlichen Punkt P konvergierende Punktfolge 
auf X, deren entsprechende Punkte auf der Geraden nach rechts 
monoton gegen unendlich konvergieren. Sei U, eine Umgebung um 
P; nehmen wir einen Bogen P,P., von K; auf einer Kurve, die 
einen Punkt Q, genug nahe zu P, enthält, kann man laut der oben 
dargestellten Konvergenzeigenschaft, einen Bogen 00e so be- 
stimmen, da Ÿ, P., und @.Q:, eine beliebig kleine Parameter- 
distanz haben. Für hinreichend grofes i kônnen wir also Q, = P;, 
wählen und also hat der Bogen P., PQ. von À eine beliebig He 
Parameterdistanz von LP... und ein weiterer Bogen Qi l von 
K, dessen Re von P., F0 ebenfalls beliebig klein 
ist, st, wird von Ÿ,P, , auf der Kugelfläche auferhalb von U, durch 

Pie 6. 0, , getrennt. Wir wählen also eine andere gegen P konver- 
gierende Punktfolge Q,, Q,,... auf X, deren entsprechende Punkte 
auf der Geraden monoton gegen unendlich konvergieren, und die 
die Eigenschaft haben, da der durch Q, laufende Bogen innerhalb 
U, die durch @,, und Q,, laufenden Bügen von einander trennt. 
Wir bestimmen’ je eine topologische Abbildung von Q,Q, auf Q,0, 
GO .. (wir nennen zwei Punkte äquivalent, wenn sie dem gleichen 
Punkte von @,Q, entsprechen), sodaf jede Folge von äquivalenten 
Punkten konvergiert. Bei einem vollständigen Umlaufe um Q,Q @, 
geht die Folge von äquivalenten Punkten Q,, Q,,... in die Folge 
Q,; @,... über, folglich ist das entsprechende Ende eine ge- 
schlossene Linie. Liest auf diesem Ende kein singulärer Punkt, 
dann ist sie eine Jordansche Kurve und zugleich eine Kurve 
der Schar; liegt auf ihm ein einziger singulärer Punkt, dann be- 
steht das Ende aus einer endlichen, oder abzählbaren Menge von 
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auferhalb von einander liegenden Jordanschen Kurven der Schar, 
die sich alle in diesem singulären Punkte treffen, sonst aber 
keinen Punkt gemeinsam haben. 

Um das Ende windet sich die Kurve, wie wir gesehen haben, 
spiralartig herum; daraus folgt, da die beiden Enden einer Kurve 
entweder getrennt, oder aber identisch sind. — Besitzt eine Kurve 
zwei Enden, dann hat im Zwischengebiet dieser beiden Enden jede 
weitere Kurve die gleichen beiden Enden. 

Sei nun X eine Kurve, deren beide Enden zusammenfallen ; 
wir wollen nachweiïisen, daf auf À wenigstens ein singulärer Punkt 
liegt. Wir betrachten ein von Æ bestimmtes Gebiet 4 und ver- 
binden zwei Punkte von Æ, die hinreichend nahe bei einem nicht- 
singulären Punkte P des Endes £ liegen, durch einen in g liegen- 
den Jordanschen Kurvenbogen gq,, der jede Kurve der Schar 

* hüchstens zweimal trifft; falls keine der in g verlaufenden Kurven 
die Kurve X trifft, kann gq, nicht alle in g liegenden Kurven der 
Schar treffen, folglich gibt es eine Kurve der Schar, die q, trifft 
und übrigens ganz in demjenigen von g, bestimmten Teilgebiete 
von g liegt, zu dessen Begrenzung das Ende ÆE gehôürt. Für den 
Häufungspunkt P einer solchen Folge von Querschnitten, q,,q,, 
deren Durchmesser gegen O0 konvergieren, wäre dann die Be- 
dingung von der Konvergenz der Bôügen nicht erfüllt. — 

Als ein Korollar unserer Überlegungen haben wir die folgende 
Behauptung : 

Es ist unmôglich die Kreïisscheibe durch eine Schar, die die 
Bedingung von der Konvergenz der Bôügen erfüllt, singularitäten- 
frei zu bedecken. 

Wir künnen dabei voraussetzen, daBf wenigstens eine offene 
Kurve vorliegt. — Fallen die beiden Enden derselben miteinander 
zusammen, so gibt es, wie wir eben gezeigt haben, wenigstens 
einen singulären Punkt. Besitzt sie zwei Enden, dann nehmen 
wir im Înneren eines ihrer Enden, welches das andere nicht ent- 
hält, wieder eine offene Kurve der Schar und ein Ende derselben, 

| usw.; wir erhalten auf diese Weiïise eine Folge in einander ge- 

4 schachtelter geschlossener Linien; ein Punkt, der im Inneren liegt 

y einer geeignet gewählten solchen, Folge (d. h. einer Folge von 

: Linien, deren Durchmesser gegen O0 konvergieren), ist ein Zentrum 

. der Schar. | 

Daraus ergibt sich: wenn eine auf der Kugelfläche liegende 

Schar, die die Bedingung von der Bogenkonvergenz erfüllt, eine 

offene Kurve enthält, dann gibt es wenigstens zwei singuläre 
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Punkte. — Als ein weiteres Korollar, erweitert durch die Ergeb- 
nisse des $ 1, haben wir mithin den Satz: 

Sei auf der Kugelfläche eine Schar von Kurven gegeben, die 
die Bedingung von der Konvergenz der Bügen erfüllt, und die 
einen einzigen singulären Punkt hat; dann sind erstens alle Kurven 
der Schar geschlossene Jordansche Kurven, zweitens: sie laufen 
alle durch den singulären Punkt, und drittens: sie lassen sich 
durch eine topologische Abbildung der Kugelfläche auf sich selbst 
in eine Schar von einander berührenden Kreisen überführen. 

Dieser Satz enthält einen von H. Hamburger neuestens be- 
wiesenen Satz über Doppelscharen auf der Kugelfläche!). Den Satz 
über Doppelscharen kann man aber unter erheblich schwächeren 
Voraussetzungen folgern, etwa in der folgenden Formulierung: 

Seien auf der Kugelfläche zwei Kurvenscharen |a} und b} 
gegeben, die einen einzigen singulären Punkt N haben; durch jeden 
anderen Punkt P laufe eine und nur eine Kurve von {a} und auch 
von |b}, sodaB zwei geeignet gewählte Bügen dieser Kurven ein- 
ander sonst nicht treffen, sich in P kreuzen, und der Durchmesser 
irgend eines von den vier durch P bestimmten Teilbôgen nur dann 
unendlich abnimmt, wenn ? gegen N konvergiert. Dann kann 
man diese Doppelschar durch eine topologische Abbildung der 
Kugelfläche auf sich selbst in zwei auf einander orthogonale 
Scharen von berührenden Kreisen überführen. 

Man kann nämlich, wie oben, nachweïisen, daf die Bôgen 
@,, &y ... (b,,0,,...), die durch die gegen P, konvergierenden 
Punkte P,, P,,... laufen, gegen den durch P, laufenden Bogen a, 
(b,) konvergieren. Daraus ergibt sich die orthogonale Struktur im 
kleinen, was eben bei Hamburger als Voraussetzung aufgestellt 
wird. Insbesondere ist also die Bedingung von der Konvergenz 
der Bôgen gegen einen Punkt, falls die Endpunkte dieser gegen 
einen Punkt konvergieren, erfüllt, und also folgt aus den obigen 
Betrachtungen die Behauptung des Satzes. 

Wir wollen aber hier diesen Satz unter den Hamburger- 
schen Voraussetzungen direkt beweisen, auf Grund des folgenden 
bekannten Satzes: 

. Sei G ein einfach zusammenhängendes Gebiet, und sei « irgend 
eine, für in G liegende Polygone erklärte Eigenschaft, die den 
folgenden Bedingungen genügt: : 

1) um jeden Punkt von G gibt es eine Umgebung, sodaf « 
jedem in dieser Umgebung liegenden Polygon zukommt; 


1) Berliner Sitzungsber. 1922. 
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2) wenn die auBerhalb von einander liegenden Polygone 11, 
und 11, in G einen einzigen Weg gemeinsam haben, und die Eigen- 
schaft « den Polygonen 11, und J1, zukommt, dann hat auch das 
aus den nicht gemeinschaftlichen Wegen von 11, und II, zusammen- 
gesetzte Polygon 11 die Eigenschaft «. 

Dann besitzt jedes in G liegende Polygon die Eigenschaft &. 

Wir wollen, als Eigenschaft « eines auf der einmal punktierten 
Kugelfläche liegenden Polygons x, das allein aus Bügen von {a) 
und |b} besteht, die orthogonale Struktur der Doppelschar inner- 
halb von x auf die folgende Weiïse erklären: jeder Bogen a, bzw. 
b innerhalb von x verbindet zwei Punkte von x und wird von 
jedem Bogen db, bzw. a innerhalb von x hôchstens einmal getroffen. 
Daf diese Eigenschaft & die Bedingung 1) erfüllt, das ist eben die 
Hamburgersche Voraussetzung; und dann folgt unmittelbar, daf 
sie auch 2) erfüllt. Folglich hat jedes Polygon x die Eigenschaft «, 
der wir noch die folgende offenbar äquivalente Form geben kônnen: 
x und sein Inneres läft sich topologisch auf ein ebenes Gebiet 
so abbilden, dafi die Bügen a und b in Linien + — const., und 
y — const. übergehen. — Zieht man noch x auf den einzigen 
Punkt N zusammen, dann bekommt man also eine topologische 
Abbildung der Doppelschar {|a}, {b} auf die Schar der Linien 
æ — const. y — const. womit der Beweis fertig ist. 


Berichtigung. 

Auf $. 78, Z. 13—14 ist die Behauptung: ,und liegen derart wie die stereo- 
graphische Projektion einer Parallelschar“ irrtümlich. — Dementsprechend muf 
auf $.78, Z.7—9 die Behauptung: ,und drittens ... überführen“ fortfallen, 
ebenda Z.20—923 statt: ,Dann ... überführen“ soll lauten: ,Dann sind die 
Kurven a und b Jordansche Kurven und sämtliche laufen durch 
den Punkt N“. — Von S. 78, Z. 33 bis S. 79, Z. 22 ,Wir wollen ... fertig ist“ 
fällt fort. — 


Der Minkowskische Satz über die Kôrperdiskriminante. 


Von 
Edmund Landau. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 28. Juli 1922. 


Satz: Der absolute Betrag der Diskriminante À jedes algebrai- 
schen Zahlkürpers vom Grade n > 1 ist — 1. 

Die arithmetischen Beweisanordnungen für diesen berühmten 
Minkowskischen Satz stützen sich durchweg auf seinen Satz 


n 
über. n reelle. Tinearformen  L, =" 5" 0,2, (= 1,270 
1 
abs.[a,| = D>0,n=—1: Zu gegebenen 1,0 mit T[A, = D 


r: 
gibt es einen Gitterpunkt. (x,,...,2,) + (0,...,0) mi 1LI=#4, 
IL,| < 1, fir r > 1. Den arithmetischen Beweis des letztgenannten 
Satzes führt man erst für rationale, dann durch Grenzübergang 
für reelle a, mit = in allen # Uugleichungen, dann durch weïiteren 
Grenzübergang in obiger Fassung. 

Die folgende neue Beweisanordnung gelangt unter Vermeidung 
des allgemeinen Satzes über Linearformen und durch veränderte 
Benutzung des klassischen Dirichletschen Schubfachverfahrens 
mit einem Schlage zum Ziel. Ich gebrauche vom Linearformen- 
satz nur den Spezialfall a, — 0 für s=—7 und beweise diesen 
Hilfssatz 2 mit — wenn ich so sagen darf — beweglichen statt 
festen Schubfächern (Hilfssatz 1). In No. 38 der Geometrie der 
Zahlen (1896) hat Minkowski in Bezug auf einen Spezialfall 
(Satz (A) daselbst) des Hilfssatzes 2 gemeint, die Schubfachmethode 
führe nur dann zum Ziel, wenn sein 4Z 1 ganz ist. In $ 4 des 
Kap. 1 seiner diophantischen Approximationen (1907) hat er zwar 
für n — 2 den Satz (A) mit den beweglichen Schubfächern bei 
jedem #Z 1 bewiesen, in $ 5 jedoch für #3 nur bei ganzem 
tZ 1 mit den festen Schubfächern. (Den allgemeinen Linear- 
formensatz hat bekanntlich Minkowski aus geometrischen Be- 
trachtungen geschôpft.) Der Weg vom Hilfssatz 3 zum Ziel ist 
natürlich der übliche. 
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Hilfssatz 1: Gegeben 1 — 0, reelle z,,..., 2, ty 0. Dann 
gibt es ein System von mehr als y1 Paaren ganzer m,g, sodaf je 
zwei der Zahlen 2,,+g ihren Abstand À haben. 

Beweis: Ein ganzes L sei so gewählt, daf {[h A] BE Die 
Lôsungszahl von 0 <2,,+g<h ist Zf[h1] =>7yh1 Auf minde- 
stens einer der À Teilstrecken 72 inkl. bis (5 +1)4 exkl. (j — 0 
1,...,h—1) liegen also mehr als y4 Lôsungen. 

Hilfssatz 2: Minkowkis Linearformensatz mit a, — 0 für 
sr. è 

Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit seien die 
4, — 1, also [[2—= 1 Tehssetze 4, — 1, ...,{[1]-41.. Nach 


Rs r 

Hiülfssatz 1, auf 4 —11,, é — [1] +1, 2, — a,,m, y — À, ange- 
wendet, gibt es ein System von mehr als 1,4, ganzen Werte- 
paaren ,,%,, sodaf je zwei L, = u, bezw. L, = a,,u,+u, ihren 
Abstand =, bezw. 1, haben. U.s.f. Schliefilich: Nachdem 
man mehr als 4, ...4,, ganze Systeme «,,..., #,_, hat, sodaB für 
r = 1 bezw. » — 2, ..., n—1 je zwei L, ihren Abstand <14, 
bezw. < 1, haben, gibt es nach Hilfssatz 1 wegen 1,...1, — 1 
zwei verschiedene Gitterpunkte (u*), (u**) (r = 1,...,n), sodaf 


 aufBerdem die-beiden Zahlen Z,, ihren Abstand < 4, haben. u* — u** 


— x, erfüllt also die Ungleichungen der PS Hubinne 
. Hilfssatz 3: Es sei n—1, 4 — = à, Het, n), & 


ds 


komplex, abs.|a,| = D =—0; mit jeder nicht reellen FA trete 
auch die konjugiert-komplexe auf. Dann gibt es einen Gitterpunkt 


CS RE: (0,1. 2 OÙ mir : 
ITI4I< 2 


Beweis: 24,4 — 2 2 CRE 2% x, ist definit, also — ÈE 


wo L, — Sant ds TL DRREE 0 für sr. Wegen 


> Cr C7 an 2 ts CA ee 2 > LP Us De 2 2 Air ds 
ist 
D° = [a,lla,l = |a.11@.l, 

la = # D. 


Nach Hilfssatz 2 gibt es einen Gitterpunkt + (0,..., 0) mit 
ILI<ŸD, ILi<ŸD rl, 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. lasse. 1922. Heft 1. 6 
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1 ñ Î 4 n ! 
mA < (SIA) = (>) =D: 
r n 7 n r 


Beweis des Minkowskischen Satzes: o, (s — 1, ...,#) sei 
eine Basis des Kôrpers, w® die in den konjugierten Kôrpern ent- 
sprechenden Zahlen. Hilfssatz 3 ist auf 4, = S &f°x, mit D — \|A| 

SRE \ # 


anwendbar, Für 8 — Yo,x, ergibt sich 
$ 
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Studien über Meeres- und Bodenschwankungen. 


Von 
Hans Stille. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 8. Juli 1921. 


Nur ein kurzes Referat wird im Folgenden gegeben. Genauere 
Darstellung, insbesondere auch der Einzelbeispiele, auf die Bezug 


* genommen wird, erfolgt später an anderer Stelle. 


Die Bewegungen des Meeres sind ganz besonders feine Indika- 
toren für die Bewegungen der festen Erdkruste, wenigstens wenn 
man von der heute fast allgemein anerkannten Auffassung aus- 
geht, dafi die Verschiebungen zwischen Festlands- und Meeres- 


_grenzen im wesentlichen auf Bewegungen des Festen und nicht 


auf selbständigen Schwankungen des Meeresspiegels beruhen. Das 
Studium der Meeresbewegungen ist also im besonderen Mae ge- 
eignet, als Unterlage für tektonische Studien, namentlich auch hin- 
sichtlich der sog. epirogenetischen Bewegungen, zu dienen. 


1. Terminologisches. 

Die alten Begriffe Trans- und Regression werden in de Lite- 
ratur in zweiïfacher Weiïise gebraucht. ÆErstens bezeichnet man 
durch sie das Vorrücken und Zurückgehen des Meeres, zweitens 
gebraucht man sie für die Erweiterungen und Einengungen von 
Sedimentationen jeglicher Art, ganz allgemein auch der festländi- 
schen (,Transgression“ des Steinkohlengebirges, des Rotliegenden 
usw., ,limnische“ Transgressionen bei E. SueB u. a.). Diese doppelte 
Verwendung der Begriffe führt aber zu Widersprüchen. So ,trans- 
grediert“ z. B. der germanische Buntsandstein, wenn man die 
zweite, so ,regrediert“ er, wenn man die erste Art der Begriffs- 
verwendung zugrunde legt. So ,transgrediert‘ und ,regrediert* 
das Untereocän im Pariser Becken je nach Art der Verwendung der 
Begriffe. 

Die Begriffe Trans- und Regression sollten nur für eine 
Art von Vorgängen beibehalten werden, und man kann sich ent- 


sprechend der vorherrschend üblichen Art ihrer Verwendung nur 
6* 
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dahin entscheiden, daB sie für die Meeresbewegungen reser- 
viert bleiben. Den Begriff ,Transgression“ im Sinne der Erweite- 
rung und ,Regression“ im Sinne der Verengung der Sedimentations- 
räume ganz allgemein ersetze ich durch die Begriffe , Extension“ 
und ,Reduktion“. 


2. Total- und Spezialundationen im Pariser Becken 

und Belgien. 

In Form eines Diagrammes veranschaulicht Figur 1 die alt- 
tertiären Meeresbewegungen in Belgien (insbesondere Flandern- 
Brabant) und Nordfrankreich. Aufsteigende Linien bedeuten Re- 
gressionen, absteigende Transgressionen. Über die Nullhorizontale 
erhebt sich die Linie in jenen Zeiïten, in denen das gesamte Ge- 
biet Belgiens und Nordfrankreichs festländisch war. 


- NT Q . . 0 AE AE Ce! = ra Lee 
se Fe LEE posts MS M  S %s 
Si DS  % FMI LeS a mue 8 32 
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Figur 1. Diagramm der alttertiären Meeresbewegungen in Belgien 
und dem Pariser Becken. 


Unter der oben erläuterten Auffassung, da die Trans- und 
Regressionen Folge der Bewegung des Festen und nicht, oder doch 
nur ganz zurücktretend, Folge selbständiger Schwankungen des 
Meeresspiegels sind, ist das in Figur 1 gegebene Diagramm der 
Trans- und Regressionen zugleich das Diagramm der abwärtigen 
und aufwärtigen Oscillationen des Bodens. Zwar künnen Auf- 
füllungen der Becken durch Sedimente den/ Eintritt einer Re- 
gression begünstigt haben, doch waren solche Vorgänge sicher von 
sekundärer Bedeutung gegenüber der Hebung. ; 

Insbesondere veranschaulicht unser Diagramm: 

die Transgression des Montien, 

die Regression im jüngeren Montien, 
die mittelpaläocäne Transgression, 
die oberpaläocäne Regression, 
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die untereocäne Transgression, 

die mitteleocäne Transgression, 

die jungmitteleocäne Regression, 

die vielfachen Oscillationen des Meeres im Obereocän, 
die Regression im jüngeren Ludien, 

die unteroligocäne Transgression, 

die Regression des Hénisien, 

die Transgression des Mitteloligocäns, 

die Regression des Oberoligocäns. 

Gewisse Regressionen kommen nun sowohl im Pariser Becken, 
als auch in Belgien rein faziell zum Ausdruck, so diejenigen des 
oberen Montiens und des oberen Paläocäns. Bei anderen, und nament- 
lich bei denjenigen des Eocäns, besteht aber ein Unterschied, in- 
dem sie sich im Pariser Becken rein faziell (keine Schicht- 
lücken, sondern negative Faziesänderung), in Belgien reduk- 
tional (Schichtlücken, Aufarbeitungskonglomerate bei nachfolgen- 
der Transgression) zu erkennen geben. 

Gleichartig verhalten sich das eocäne Belgien und das 
eocäne Pariser Becken hinsichtlich des Eïntretens von Trans- und 
Regressionen, d. h. hinsichtlich der Hôhenlage zur damaligen Nordsee. 

Verschieden ist ihr Verhalten innerhalb der Regressions- 
zeiten. In Belgien erfolgt keine Sedimentation, ja Denudation, im 
Pariser Becken geht die Sedimentation weiter, wenn auch in fest- 
ländischer oder brackischer Fazies. Flandern-Brabant gibt sich in 
diesen Zeiten als Schwelle gegenüber dem Pariser Becken zu er- 
kennen. | 

Somit deuten sich zweierlei Bewegungen des Unter- 
grundes an, nämlich: 

erstens solche, die das Pariser Becken und Flandern-Brabant 
gemeinsam — gegenüber der Nordsee — betreffen (vel. Fig. 1). 
Diese allgemeinen Bewegungen (Totalundationen) bedingen im 

 Eocän des Pariser Beckens die Fazies; | 
zweitens solche, die das Pariser Becken als Spezialbecken 
und Flandern-Brabant als Spezialschwelle im allgemeinen 
gegensinnig ausführen (Sonderbewegungen, Sonde r unda- 
tionen). 
Somit unterscheiden wir : 
die Totalundationen als die epirogenetischen Bewegungen 
der grôBeren Einheit; 
die Spezialundationen als die epirogenetischen Bewegungen 
innerhalb der grôBeren Einheit. 
Die Spezialundationen ermôglichen auch in den Zeiten der posi- 
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tiven Totalundation (Emersionszeiten) im Sonderbecken (Pariser 
Becken) den Fortgang der (nunmehr limnischen) Sedimentation, 
während gleichzeitig im Bereiche der Sonderschwelle (Flandern- 
Brabant) die Sedimentation unterbleibt oder gar Denudation eintritt.' 


3. Total- und Spezialundationen im Gebiete 
der germanischen Trias. 

Die germanische Trias ist, wenn auch nicht ganz ausschlief- 
lich, so doch in der Hauptsache an Mesoeuropa!), — d. h. an das 
variscisch gefaltete Europa, soweit dieses in späterer Zeit nicht 
wieder der Schauplatz alpinotyper Gebirgsbildungen gewesen ist, — 
gebunden. Ausnahmen bestehen, indem die germanische Trias etwas 
auf Paläoeuropa (so zum Teil in England) und auf Neoeuropa (so 
in den Pyrenäen, auf den Balearen, in Nordafrika) übergreift. 
Immerhin dürfen Mesoeuropa und Gebiet der germanischen Trias 
einander einigermafen gleichgesetzt werden,. und so verfabre ich 
im Folgenden. 

Die Sedimentation der germanischen Trias vollzieht sich unter 
ziemlich ununterbrochen fortgehenden Beckenabsenkungen und 
Beckenerweiterungen. Die Beckenabsenkungen ergeben sich aus 
der groBen Mächtigkeit der Sedimente, die auf deutschem Boden 
bis zu 1500 m anschwellen, die Extensionen aus der geographischen 
Verteilung der einzelnen Triasstufen und aus gewissen Fazies- 
verhältnissen. So haben wir z. B. in Deutschland 

starke Extensionen im Zechstein, 

starke Extensionen im Buntsandstein, 

geringere Extensionen im Muschelkalk, 

starke Extensionen im Keuper, 

starke Extensionen im Rhät. 

Ein mehrfacher Wechsel von Trans- und Regressionen (In- 
und Egressionen) ist ja nun in der germanischen Trias erkennbar. 
Insbesondere ergibt sich, abgesehen von Einzelschwankungen, für 
die Zeit £e 

des unteren und mittleren Zechsteins eine Transgression, 

des oberen Zechsteins eine Regression, / 

des Buntsandsteins eine Regression, 

des Muschelkalks eine Transgression, 

des Keupers eine Regression, 

des Rhäts eine Transgression. 


1) Vel. H. Stille, Über Alter und.Art der Phasen variscischer Mes 
Diese Nachrichten 1920, S. 222. 
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Das gilt aber nun nicht nur für Deutschland, sondern für die 
gesamte ,germanische“ Trias mit Ausnabme peripherer Teile, in 
die wohl wegen ihrer etwas hüheren Lage das Meer nicht gelangen 
konnte. Die Verbindungswege zwischen den germanischen Becken und 
dem offenen Ozean haben sich also einigermafen gleichzeitig ge- 
ôffnet und wieder geschlossen. Wir werden zu der Vorstellung von 
Totalhebungen und Totalsenkungen Mesoeuropas oder 
wenigstens sehr grofier Teile desselben geführt, wobei die Total- 
senkungen für das Einstrômen des Meeres in die Depressionen 
Mesoeuropas die Môglichkeit gaben, die mit der Totalhebung wieder 
verloren ging. Andererseits geben sich in der Mächtigkeit der 
triadischen Sedimente und in dem Gegensatze zwischen sinkenden 
und aufsteigenden Gebieten (Sedimentations- und Denudationsge- 
bieten) epirogenetische Vorgänge innerhalb Mesoeuropas zu er- 
kennen. Somit haben wir auch im triadischen Mesoeuropa, wie im 
Alttertiär Belgiens und Nordfrankreichs, die Totalundation einer 
grôBeren Einheit und die Sonderundationen innerhalb dieser grôBeren 
Einheit zu unterscheiden. Wie im Alttertiär des Pariser Beckens, so 
bedingt auch in den ,germanischen“ Becken der Triaszeit die Sonder- 
undation den Fortgang der Senkung und die Veränderungen in der 
Weite der Becken, die Totalundation aber die Fazies (Trans- und 
Regressionen). Die Sonderundation verhält sich insofern unabhängig 
von der Allsæemeinundation, als sie bei bald positiver, bald nega- 
tiver Totalundation fortgeht, d. h. ganz unbekümmert darum, ob 
es sich um Re- oder Transgressionszeiten handelt. 


4, Die Universalität der alttertiären Meeresbewegungen. 


Die in Abschnitt 2 zunächst für ein beschränktes Gebiet be- 
sprochenen Bewegungen der alttertiären Zeit sind im Rahmen der 
allgemeineren Erfahrungen über die Meereshbewegungen jener Zeit- 
periode zu betrachten. Dabei ergibt sich, da die Meeresschwan- 
kungen, wie wir sie zunächst in Belgien und Nordfrankreich ge- 
funden haben, eine gewisse universelle Bedeutung besitzen, in- 
dem sie in vielen Weltgegenden und unter sehr verschiedenen geo- 
logischen Verhältnissen gleichzeitig und gleichsinnig erfolgten. 

Besonders deutlich geben sich sehr allgemein zu erkennen: 

die Regression nach dem Obersenon, 

die Transgression des mittleren Paläocäns, 

die Transgression des unteren Eocäns, 

die mitteleocäne Transgression, 

die unteroligocäne Transgression, 
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die mitteloligocäne Transgression, 
die oberoligocäne Regression. 


Gleichzeitige gegensinnige Bewégungen sind nur ausnahms- 
weise erkennbar, keinesfalls aber in dem Sinne, da sich 
gleichzeitige Trans- und Regressionen nach der sog. 
Haug’schen Regel verteilten, d.h da8 Transgressionen in 
den sog. Extrageosynklinalgebieten grundsätzlich Regressionen in 
den sog. Geosynklinalgebieten und umgekehrt Regressionen in den 
Extrageosynklinalgebieten grundsätzlich Transgressionen in den 
Geosynklinalgebieten entsprächen. 


5. Die Frage der kompensativen Meeresbewegungen. 

Trifft die Haug’sche Regel der kompensativen Trans- und Re- 
gressionen schon in dem spezieller behandelten Falle des Alt- 
tertiärs nicht zu, so feblt ihr mindestens die behauptete Allge- 
meingültigkeit. Ich glaube aber weiter gehen und alle die- 
jenigen Fälle, in denen vielleicht eine gewisse räumliche Verteilung 
von Trans- und Regressionen im Sinne der Haug’schen Vorstellungen 
erkennbar sein kônnte, nicht als Beispiele für eine Regel, sondern 
als Ausnahmen gegenüber einer anderen, bei kritischer Betrach- 
tung der Verhältnisse weit stärker in Erscheinung tretenden Regel 
ansprechen zu müssen. Sie geht dahin, daf in gewissen Zeiten eine 
vorherrschend transgressive, in anderen eine vorherrschend regressive 
Tendenz vorhanden ist, d. h. da die Meeresbewegungen der Geosyn- 
klinal- und Extrageosynklinalgebiete im allgemeinen nicht gleich- 
zeitig-gegensinnig, sondern gleichzeitig-gleichsinnig 
verlaufen. Die Methode, die bei der Feststellung der jeweilig 
herrschenden Tendenz zu befolgen ist, kann natürlich nur die 
statistische sein, d. h. diejenige nach der Mebhrzahl der 
Fälle. Natürlich hat dann diese statistische Regel ihre Aus- 
nahmen, in manchen Zeiten mehr, in anderen weniger. Sicher äufern. 
sich verschiedenartige Verhältnisse an dem so sehr empfindlichen 
Indikator der Meeresbewegungen, und so kommen zu einem allge- 
meineren Motive andersartige, mehr ôrtliche Verhältnisse hinzu, 
die das allgemeinere Motiv ôrtlich übertônen kônnen. 

Das Züel dieser statistischen Methode muf sein, den ,Kanon“ 
der Meeresbewegungen, d.h. die statistische, also nach 
der Mehrzahl der Fälle aufzustellende Regel über die Er- 
weiterungen und Verengungen der Meere von Zeit- 
- abschnitt zu Zeitabschnitt, zu erkennen. Die Meeresbe- 
wegungen im Sinne des Kanons sind dann als ,zeitgemäB*, die- 
jenigen im abweichenden Sinne als ,zeitwidrig“ zu bezeichnen. 
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Haug nimmt, wie ich sagen môchte, ,mutuelle“ Kompensationen 
der Wassermassen, d. h. wechselseitige zwischen Geosynklinal- und 
Extrageosynklinalgebieten, an. Natürlich müssen auch unter der 
Annahme der Universalität der Meeresbewegungen Räume da sein, 
die das gleichzeitig aus Geosynklinal- und Extrageosynklinal- 
gebieten verdrängte Wasser aufnehmen. Solche ,Asyle“ für ver- 
drängte Wassermassen sind innerhalb des grofen und zusammen- 
hängenden Systems der Geosynklinalen, zu denen schlieBlich auch 
die gro$en ozeanischen Becken gehôren, zu suchen, und ganz 
besonders kommen diese grofen ozeanischen Becken wobl in 
Betracht. 


Der Unterschied zwischen der von Haug und der von mir 
vertretenen Auffassung über kompensative Meeresbewegungen liegt 
darin, 

1. daf nach Haug gewissermaBen die Gesamtheit der Geosyn- 
klinalzonen das Asyl für andernorts verdrängte Wassermassen 
bildet, während nach meiner Auffassung nur Teile des Geo- 
synklinalsystems der Erde diese Rolle spielen, und zwar nicht 
nur für das aus den Extrageosynklinalzonen, sondern auch 

für das aus den weitesten Geosynklinalgebieten verdrängte 

Wasser ; 


2. daB die Kompensation der Meeresbewegungen nach Haug das 
ganze Verteilungsbild der Trans- und Regressionen bedingt, 
nach meiner Meinung in diesem Sinne aber wenig in Betracht 
kommt und nur in gewissen Ausnahmefällen das Bild der im 
allgemeinen gleichsinnigen Meereshewegungen vielleicht be- 
merkenswert beeinflussen kôünnte. 


Fragen wir uns, wie die Haug’sche Vorstellung der kompen- 
sativen Meeresbewegungen zwischen Geosynklinal- und Extrageo- 
synklinalgebieten eine so weitgehende Anerkennung finden konnte, 
so kommen in Einzelfällen unrichtige oder unzureichend geklärte 
stratigraphische Unterlagen in Betracht. Häufñg werden auch Zu- 
stände, die nicht synchron sind, miteinander verglichen. Dabei 
schleicht sich namentlich immer wieder der Kehler ein, daf 
Landverlust, d. h. Regression, und die ïihm folgende Land- 
herrschaft (Geokratie) nicht ausreichend zeitlich auseinander 
gehalten, daB vielmehr Transgressionen in der einen Art von 
Räumen und (Geokratien in der anderen Art einander gegen- 
übergestellt werden, trotzdem die Regressionen in der anderen Art 
der Räume als Einleitung der Geokratien schon vor diesen Trans- 
gressionen eïingetreten waren und trotzdem auch in der anderen 
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Art der Räume wieder transgressive Vorgänge erkennbar sind 
(vgl. unten die Verhältnisse im Aquitan und zur pontischen Zeit). 
Unkritisch wird sodann vielfach bei der Bewertung der Schicht- 
lücken verfahren. Das Fehlen des Schichtkomplexes b zwischen 
den Schichtkomplexen a und c beweist z. B. durchaus nicht eine 
»Regression* zur Zeit b, sondern kann ebensogut mit einer Re- 
gression nach a und vor b oder mit Denudationen nach b und vor 
c im Zusammenhang stehen. Sodann werden, was nicht verwunder- 
lich für denjenigen ist, der einen wirklich fundamentalen 
Unterschied zwischen sog. echten Geosynklinalen und sog. extra- 
geosynklinalen Senkungsräumen nicht erkennen kann, gewisse Räume 
als Geosynklinale oder als Aire d'Ennoyage, d. h. als extrageosyn- 
klinal, je nach der Forderung der Regel, die man beweisen will, 
angesprochen, und man begegnet sogar dem circulus vitiosus, daf 
einerseits die Art der Meeresbewegungen aus der Art der Räume 
erklärt wird, andererseits aber hinsichtlich der Art der Räume die 
Art der Meeresbewegungen als Kriterium gelten soll. 

Betrachten wir einige angebliche Schulbeispiele kompensativer 
Meeresbewegungen im Sinne Haugs. 

Haug nimmt im Kimmeridge als Kompensation für die 
Kimmeridgetransgressionen über Festlandsschwellen gleichzeitige 
negative Bewegungen in den Geosynklinalzonen an. Kimmeridge- 
transgressionen sind aber auch im Bereiche der mobileren Zonen 
späterer Faltung (Ostalpen, üstliches Siebenbürgen, Armenien) zu 
erkennen. Andererseits beruht das Fehlen des Kimmeridge in 
manchen Geosynklinalgebieten auf der Fortdauer eines Zustandes, 
der schon vorher, nämlich im jüngeren Oxford oder unmittelbar 
vor dem Kimmeridge, eingetreten war, also nicht auf einer Re- 
gression der Kimmeridgezeit, oder es beruht auf nachträg- 
lichen Denudationen im Gefolge der gleich nach dem Kimmeridge 
einsetzenden ,vorportlandischen“ Orogenese. Der Ausgang der 
Kimmeridgezeit zeigt vielfach negative Bewegungen, und zwar 
sowohl in Geosynklinal- wie in Extrageosynkliñnalgebieten. 

Im Portland haben wir weithin positive Meereshewegungen 
innerhalb der Geosynklinalzonen (tithonische Transgression); aber 
sie fehlen auch nicht ganz in den Extrageosynklinalgebieten, und die 
negativen Meeresbewegungen, die in diesen die tithonische Trans- 
gression kompensieren sollen, sind, soweit sie auf das Fehlen des 
Portlands begründet werden, zum Teil schon vor dem Portland 
erfolgt (Regressionen im Ausgange der Kimmeridgezeit). Aller- 
dings bleibt zu Gunsten der Haug’schen Auffassung bestehen, daf 
in Norddeutschland und England in den Zeiten der tithonischen 
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Transgression regressive Vorgänge eintreten, die ihren Hôhepunkt 
in der limnischen Fazies des Wealden finden. 


Auch die cenomanen Meeresbewegungen verlieren bei aus- 


reichend kritischem Vorgehen auferordentlich an Beweiskraft für 
die Haug'sche Regel. Das vielfache Feblen des Cenomans in den 
sogenannten (Creosynklinalgebieten, aus dem auf die angebliche 
cenomane Regression geschlossen wird, beruht sicher in sehr vielen 
Fällen auf einer bereits unmittelbar vor dem Cenoman einge- 
tretenen Regression, die also älter ist als die cenomane Trans- 
gression und sich auch in den sogenannten Festlandsgebieten viel- 
fach zu erkennen gibt, oder aber auf nachträglicher (vor- 
bezw. frühsenoner) Denudation. 

Sodann sollen sich im Jungtertiär klare Beweise für das 
Haug’sche Gesetz ergeben. Z. B. verweist Haug auf ein Minimum 
der Meeresausdehnung in den Geosynklinalgebieten und auf Trans- 
gressionserscheinungen in gewissen Extrageosynklinalgebieten zur 
Zeit des Aquitans. Die grofie Reduktion der Meere in den Geo- 
synklinalzonen geht aber auf voraquitanische tektonische Vor- 
gänge zurück, ist also älter als die aquitanische Transgression, 
die auch schon wieder in den Geosynklinalen sich zu 
erkennen gibt. 

Gegenüber der Burdigaltransgression, die der Tethys einen 
grofen Gewinn im Gebiete der jungen Faltengebirge brachte, wird 
auf das Fehlen des Burdigals in vielen Aïres d'Ennoyage hin- 
gewiesen. Aber dieses Fehlen beruht in den Fällen, die heran- 
gezogen werden, nicht auf einer Regression der burdigalischen 
Zeit, sondern auf dem Fortgange eines bereits vorher 
bestehenden Zustandes. 

Die Sachlage hinsichtlich der pontischen Zeit ist ganz 
wie diejenige im Aquitan zu beurteilen. Auch hier wird die grofie 
Einengung des Mittelmeeres den Transgressionen in manchen Ge- 
bieten Westeuropas gegenübergestellt, und auch hier liegt der 
Tiefstand des mediterranen Meeres schon vor dem marinen Âqui- 
valent der pontischen Stufe, dem Sahélien, das selbst schon 
wieder transgredierend auftritt. Sowohl Aquitan wie 
ältestes Pliocän transgredieren also nicht nur in den Aires d'Enno- 
yage, sondern auch — nach unmittelbar vorangegangener grüfiter 
Einengung — im Tethysgebiete. 
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6. Der Kanon der Meeresbewegungen als Kanon der 
Intensität der krustalen Stauungen. 

Ich gehe im Folgenden von der Vorstellung aus, daf nicht nur 
in den orogenetischen (, Undulationen“), sondern auch in den epiro- 
genetischen Vorgängen (,Undationen“) in der Hauptsache Stauungen, 
die die Massen auf verengten Raum bringen und als Anpassungen 
der Erdrinde an Veränderungen tieferer Zonen zu erklären sind, 
zum Ausdruck kommen. Dabei stelle ich das Mitwirken auch an- 
derer Bewegungsmotive nicht in Abrede, betrachte sie aber als 
von mehr nebensächlicher Bedeutung. Orogenese und Epirogenese 
haben also in diesem Sinne eine qualitativ gleiche und nur quanti- 
tativ verschiedene Hauptursache. Aber auch innerhalb der säkulär 
vor sich gehenden, an sich geringen (epirogenetischen) Stauungen, 
die eine Orogenese noch nicht zu leisten vermügen, sind allge- 
meinere zeitliche Intensitätsschwankungen anzunehmen, sodaf wir 
also etwa Zeiten stärkerer und schwächerer ne Stauung 
zu unterscheiden hätten. 

Die allgemeinen Transgressionen sind Erschei- 
nungen der anorogenetischen Zeiten, die allge- 
meinen Regressionen treten sowohl in anorogene- 
tischen, wie in orogenetischen ein, in letzteren im all- 
gemeinen in ganz besonderem Ausmafe. Die Regressionen der 
orogenetischen Zeiten, um mit diesen zu beginnen, kommen nun 
zum guten Teile einfach dadurch zustande, daS das Meer durch die 
aufsteigenden Faltengebirge verdrängt wird. Gleichzeitig ereignen 
sich Regressionen aber auch dort, wo eigentliche orogenetische 
Bewegungen nicht oder kaum nachweisbar sind, sondern wo sich 
die Landhebungen mehr nach epirogenetischer Art (,synorogene- 
tisch*) abspielen. Hieran knüpfe ich an. Wenn nämlich die ver- 
stärkte krustale Stauung der orogenetischen Phasen zu (,synoro- 
genetischen“) Hebungen von epirogenetischer Art und damit zu 


Regressionen führt, so liegt es gewiB nahe, die Regressionen 


auch der anorogenetischen Zeiten mit einer etwas grôferen Intensität 
der an sich in diesen Zeiten schwachen Erdstauungen in Ver- 
bindung zu bringen. Dann liegt es aber weiter nahe, in Ver- 
schwächungen der krustalen Stauungen der anorogenetischen 
Zeïten die Ursache oder doch die Hauptursache der Trans- 
gressionen zu suchen. 

Ich fasse nochmals die Auffassung, zu der ich hinsichtlich der 
Hauptursache der Trans- und Regressionen gekommen bin, in 
folgender Weise zusammen : Die Intensität der an sich unbeträcht- 


lichen (epirogenetischen) krustalen Stauungen der anorogenetischen 
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Zeiten unterliegt Schwankungen. Bei ihrer Verschwächung (,Mi0- 
Epirogenesen“) treten allgemeinere Transgressionen, bei ihrer 
Verstärkung (,Plio-Epirogenesen“) allgemeinere Regressionen 
ein. Letztere zeigen sich im besonderen Mafe dann, wenn sich in 
den orogenetischen Phasen der Erdgeschichte die Stauung bis zum 
Entstehen orogenetischer Gebilde steigert. Der Kanon der 
Meeresbewegungen wäre also in diesem Sinne zu- 
gleich der Kanon der Intensität der Stauungsvor- 
gänge in der Erdkruste. 

Grehen die Meeresbewegungen auf allgemeine, in weitesten Teilen 
der Erde gleichzeitig wirkende Ursachen zurück, so entfällt auch 
der Einwand, den E. SueB immer wieder gegen die Zurückführung 
der Meeresbewegungen auf Schwankungen des Festen angeführt 
hat, da nämlich die Meeresbewegungen zu ausgedehnt und zu 
gleichmäfig seien, um in ürtlichen tektonischen Vorgängen ihre 
Erklärung zu finden. Die ,ôrtlichen“ tektonischen Vorgänge 
sind eben Einzelfälle allgemeinerer Erscheinungen. 


7. Die Zeitwidrigkeit der Meeresbewegungen in der 
Trias Mesoeuropas. 

Eine besonders auffällige Ausnahme von der Regel der jezeit- 
lichen Gleichsinnigkeit der Meeresbewegungen besteht hinsichtlich 
der in Abschnitt 3 behandelten ,germanischen“ Trias. 

Die Triaszeit ist in ihrer Gesamtheit eine ziemlich geokrate 
Periode. Aber innerhalb der verhältnismäfig engen Grenzen der 
damaligen Meeresverbreitung fehlt es nicht an Schwankungen, und 
zwar ergibt sich trotz ürtlicher Ausnahmen das allgemeine Bild einer 

untertriadischen Transgression, 

mitteltriadischen, wohl geringen Regression, 
obertriadischen Transgression mit dem Hôhepunkte 
in der norisehen Zeit, 

rhätischen Regression. 

Zu diesem Bilde ist auch C. Diener gekommen. 

Diesen Kanon der triadischen Meeresschwankungen und die 
Gegensätzlichkeit der In- und Egressionen der germanischen Trias 
ihm gegenüber veranschaulicht Figur 2. 

Mesoeuropa, d. h. im grofen und ganzen das Grebiet der germa- 


. nischen Trias, ist zur Triaszeit der Rahmen der Tethys, der 


grofen mediterranen Geosynklinale, in der die Meeresbewegungen 
im Sinne des Kanons erfolgen. Wir haben, wenn wir mit der 
oberen Dyas beginnen, ein dreimaliges Totalsinken dieses Tethys- 
rahmens, nämlich: 
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a4 Hans Stille, 
1. im Zechstein, 
2. im Muschelkalk, 
3. im Rhät, 
and zwar jedesmal, soweit wir nach der Ausdebnung der Trans- 
gressionen schlieSen dürfen, gesteigert. Dazwischen haben wir die 
Totalhebungen Mesoeuropas, so besonders: 
1. im Buntsandstein, 
2. im mittleren Keuper. 
Das Totalsinken (Transgressionen!) Mesceuropas erfolgt also zu 
Zeïten, in denen der Kanon Regressionen angibt, in denen also 
sonst die {erweiterten) Rabmen 
g£ Karun diriadMeeressnantunEn verstärkt sich heben and die 
TER (verengten)  Gecsynklinalen 
Regreson  verstärkt sinken; andrerseits 
Î ereignen sich die Totalhe- 
._ bungen (Regressionen !} Meso- 
eee europas in den Zeiïten der all- 
Te pen gemeinen Transgressionen, 
RSS ne d. h. in den Zeiten, in denen 
sonstdie(verengten)Schwellen 
verschwächt aufsteigen und 
: die{erweiterten) Meeresbecken 
verschwächt sinken. 
Mesceuropa oscilliert also 
in der Trias nicht wie em 
Rahmen, sondern wie ein Geo- 
synklimalgebiet. 
Figur 2. Die _kanonischen® und sermanischen Vielleicht darf man die Er- 
Meeresbewesungen der Triaszeit. klärang for diese auffällige 
und regelwidrige Verhalten in der Richtung suchen, daB Meso- 
europa wenn auch ein Rahkmen gegenüber deæTethys, so doch ein 
gerahmtes Feld gegenüber dem groBen archäo-paläceuropäischen 
Nordrahmen, der damals auch noch im Gebiete der Nordsee be- 
stand, also mit anderen Worten ein _gerahmter Rabmen‘, em 
Zwrischenstück zwischen der Tethys und dem gro$en Nordrahmen, 
war und daf es seine Oscillationen weniger ‘als Rahmen gegen- 
über der Tethys, denn als gerahmtes Feld gegenüber dem Nord- 
rahmen ausfübrte: und vielleicht hängt das Eimseitzen kanonischer 
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- Meeresbewegungen nach der Trias auch innerhalb Mesoeuropas mit 


der im Gebiete der Nordsee und des Atlantischen Ozeans sich da- 
mals vollziehenden Breschelegung in den Nordrahmen, die bei uns 
dann in den borealen Faunenelementen zum Ausdruek kommit, 


Wie dem auch sei, — jedenfalls kann dis abweichende Verhalten 

Mesceuropas gegenüber dem Kanon der triadischen Meeresbewe- 
gangen nicht als eine Bestätigung für die Haug’sche Regel gelten. 
Das künnte der Fall sem, wenn der Kanon sich nur auf die Meeres- 
bewesgungen in den sog. Geosynklimalen gründete, und nicht auch 
auf diejenigen in den Extrageosynklinalgebieten Beispiele des 
kanomischen Verhaltens ,extrageosynklinaler“ Gebiete zur Trias- 
zeït bilden die untertriadische Transgression und nachfolgende Re- 
gression in Südrufland und in der aralo-kaspischen Steppe, und 
ferner die untertriadische Transgression, die gro$e Beschränktheit 
der anisischen und das bisherige Unbekanntsein sicherer ladinischer 
Ablagerungen, sowie die karnische und in der norischen Zeït noch 
gesteiserte Transgression, wie endlich die rhätische Regression in 
den arktischen Gebieten Europas und Asiens. 


Le 


é 
FA #3 
., 
rs 


ML, ut 


Uber Pathobiose. 
Von 
Wolfgang Heubner. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 30, Juni 1922. 


Scharfe Fassung der Begriffe pflegt in der Wissenschaft fôr- *: 
dernd zu wirken auch da, wo die gedankliche Trennung zunächst 
weiter geht als die tatsächliche Abgrenzung im Reich der Be- 
obachtung. Unter diesem Gesichtspunkt scheint es mir nützlich, 
einen Begriff zu formulieren, dessen Inhalt keineswegs neu ist, der 
aber — soviel ich sehe — bisher noch wenig zum Zwecke der 
Abgrenzung von Erscheinungen benutzt worden ist. Mir persônlich 
hat er sich zur Klärung der Auffassung wie zur Verständigung 
mit Anderen bewährt. 


L 


Die Pathologie kennt den Begriff der Nekrobiose und ver- 
steht darunter die Folge einer Gewebsschädigung, die allmählich 
und unter dem Durchgang durch degenerative Zwischenstadien zum 
Gewebstode führt; Nekrose bedeutet diesem Vorgang der Nekro- 
biose gegenüber den schlieflich eingetretenen Zustand des Ge- 
webstodes, zuweilen auch einen rasch verlaufenden Vorgang, der 
vom gesunden Leben zum Tode führt. Typische Beispiele von 
Einwirkungen, die zur Nekrose führen, sind hohe Hitzegrade oder 
Atzungen durch starke Säuren, Alkalien und dergl. Die Pharma- 

+ kologie ordnet die letztgenannten grobchemischen Eingriffe den 
D. irreversiblen Wirkungen ein, die sie den reversiblen ge- 
genüberstellt, für die die Narcotica, viele Alkaloïide, Salzionen usw. 
wohlbekannte Beispiele liefern. Die Unterscheidung gründet sich 
auf das Verhalten der betroffenen Gewebselemente nach Ent- 
fernung des einwirkenden Stoffes: Ein narkotisierter Nerv zeigt 
nach Auswaschen des Narcoticums in jeder Beziehung die gleichen 
Funktionen wie vor der Zufuhr des Narcoticums; eine Säureätzung 
bleibt jedoch nach Neutralisation der Säure unverändert bestehen. : 
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Zwischen die Extreme der vôllig reversiblen und der typisch irre- 
versiblen Wirkungen schiebt sich nun aber ein breites Feld phar- 
makologischer Wirkungen ein, die zwar streng logisch zu den 
irreversiblen gehôren, deren Vielgestaltigkeit aber eine weitere 
Gliederung, selbst Abtrennung von den ,typisch irreversiblen“ 
erwünscht macht: Nach Entfernung des Giftes bleiben nämlich die 
betroffenen Elemente in einem Zustand zurück, der nicht vüllig 
normal, aber auch keineswegs unmittelbar mit dem Tode verknüpft 
ist; im weiteren Verlaufe des Lebens kann fortschreitende De- 
generation mit schliefilichem Absterben, oder eine allmähliche 
Erholung und Rückkehr zur Norm, oder endlich ein lange an- 
haltender abnormer Zustand folgen, der für den Beobachter unter 
Umständen unübersehbar lange dauern kann. Die vergifteten le- 
bendigen Gebilde befinden sich also nach Entfernung des Griftes 
in einem Zustand, der vüllig dem eines erkrankten Organismus 
entspricht; auch hier ist der Ausgang in Tod, vüllige Heilung oder 
dauerndes Leiden, Krüppelhaftigkeit und dgl. môglich und anfangs 
 meist ungewif. Es scheint mir daher nützlich, diesen abnormen 
Zustand mit ungewissem Ausgang, der nach einem vorübergehenden 
Eingriff zurückbleibt, besonders zu bezeichnen als Pathobiose. 
Zeigt sich im weiteren Verlauf ein Übergang in zunehmende De- 
generation und Tod, so mündet die Pathobiose in Nekrobiose 
ein. Ich halte es aber für richtig, zu betonen, da8 dieser Aus- 
gang nicht der einzige ist, obwohl er am leichtesten feststellbar 
und daher vorwiegend beachtet worden ist. 

Am sinnfälligsten ist das Charakteristische pathobiotischer 
Vorgänge gegeben in den Reaktionen der Haut auf Strahlungen: 
des Lichtes, der Rüntgenrôhre, radioaktiver Substanzen. Be- 
kanntlich kann man eine Zeitlang im Sonnenschein wandeln oder 
vor einer Quecksilberlampe sitzen, ohne Beschwerden zu empfinden, 
ja ohne selbst sichtliche Veränderungen an den bestrahlten Stellen 
züu empfnden; man kann in den Schatten treten, ohne irgend eine 
Ahnung davon zu haben, daB durch die Bestrahlung sehr wesent- 
liche Veränderungen in der Haut gesetzt wurden, die erst nach 
Stunden in Schmerzen, Rôtung und Schwellung zum Ausdruck 
kommen. Nach Entfernung des einwirkenden Agens ist also ein 
-veränderter Zustand des betroffenen Gewebes zurückgeblieben, der 
nicht in gerader Linie wieder dem ursprünglichen Zustand zustrebt, 
_ sondern eine Zeitlang gewissermafen eine selbständige Entwicklung 
verfolgt. Wie weit dabei Gewebselemente zu Grunde gehen, also 
einer Nekrobiose unterliegen, hängt im wesentlichen von der In- 
tensität der vorherigen Einwirkung des Lichtes ab; jedenfalls ist 

Kel. Ges. d, Wiss, Nachrichten, Math.-phys. Klasse, 1922, Heft 1. 7 
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auch in diesem Falle die Dauer des Prozesses ziemlich eng be- 
grenzt, erst recht natürlich bei geringerer Wirkurgsintensität. 

Anders liegt die Sache bei unvorsichtiger Rôntgen- oder Ra- 
diumbestrahlung: die eintretende Reaktion nimmt von einem etwa 
gleichen Anfangszustand aus eine Entwicklung, die viel eingrei- 
fender ist, zu Gewebszerstôrung führt und auch das nicht so schwer 
betroffene Nachbargewebe derartig verändert, daB die normalen 
Heïlungsvorgänge sehr verzôgert und unvollkommen sind. Selbst 
bei geringfügigster Einwirkung sind die eintretenden Verände- 
rungen, etwa Rôtung, ganz unverhältnismäfig viel pesnaes und 
hartnäckiger als bei gewühnlichem Licht. 

Die beiden Strahlenarten des gewôhnlichen und des Rôüntgen- 
lichtes rufen also zwei deutlich verschiedene Grade. pathobioti- 
scher Veränderung hervor. Die Erscheinungen sind nicht anders 
zu deuten, als daf die innere Organisation aller lebenden Elemente, 
auch der am wenigsten betroffenen, lange überlebenden, nach Weg- 
fall der einwirkenden Strahlen im ersten Falle viel weniger von 
der Norm abweïcht als im zweiten. 

Für die radioaktive Strahlung ist nun aber noch Weiteres 
bekannt: Versuche von Oscar Hertwig haben erwiesen, da eine 
einzelne Ei- oder Samenzelle nach solcher Einwirkung noch im 
Stande sein kann, befruchtet zu werden oder zu befruchten und 
sich durch scheinbar normale Zellteilung weiter zu entwickeln. 
Diese Entwicklung bleibt jedoch dann auf unvollkommener Stufe 
stehen und führt zu rudimentären, mifbildeten und wenig lebens- 
fähigen Geschôüpfen. Der endgültige Ausgang der ursprünglichen 
Einwirkung zeigt sich also erst an den Nachkommen der un- 
mittelbar betroffenen Zelle. 

Schlieflich ist festzustellen, daf ein Teil der von Sonnenlicht 
oder anderen Strahlen getroffenen zelligen Elemente der Haut in 
anderer Weiïise reagiert, insofern sie eine gesteigerte chemische 
Leiïstung, nämlich Pigmentbildung zeigen. Dies ist unabhängig 
davon, ob gleichzeitig Entzündung oder schwerere ,Schädigung“ 
eintritt; jedenfalls kann sie sich ohne erkennbare pathologische 
Erscheinung als Effekt einer Lichtwirkung einstellen, deren Grad 
sich in ,physiologischen“ Grenzen hält. Die Pigmentbildung kann 
durch Geschwindigkeit und AusmaB aus dem Rahmen des ,Nor- 
malen“ herausfallen, ohne aber etwas ,Krankhaftes“ darzustellen, 
wenn man darunter nur solche abnorme Zustände versteht, die 
mit verschlechterter Leistung einhergehen, also degenerativen Cha- 
rakter tragen. Nach der Art ïhres Zustandekommens in Bezug 
auf das einwirkende Agens ist jedoch auch eine gesteigerte Pig- 
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mentproduktion unter den Begriff der Pathobiose zu bringen, 
denn die veränderte Gewebe- oder Zellfunktion bleibt nach Weg- 
fall des Lichtes bestehen und wird oft überhaupt erst nach Tagen 
erkennbar. 

Prinzipiell die gleichen Beobachtungen wie bei Bestrahlungen 
kann man bei Vergiftungen machen, Hier ist es freilich häufig 
schwer festzustellen, ob das wirksame Agens entfernt ist oder 
nicht, da es sich als chemischer Stoff im Gewebe zu verteilen und 
wechselnde Zeiten in oder zwischen den einzelnen morphologischen 
Elementen zu verweilen pflegt. Mit grôfter Sicherheit wurde es 
vom Phosgen ermittelt, da8 es in äuBerst kurzen Zeiten nach 
der Berührung mit lebendem Gewebe verschwindet; es zerfällt 
nämlich in Salzsäure und Kohlensäure, die nach weiterer sofortiger 
Umsetzung nur den normalen Bestand des Gewebes an Kochsalz 
und Kohlensäure wenig erhôhen, was an sich bei geringen Kon- 
zentrationen vôllig bedeutungslos ist, überdies aber durch die Cir- 
culation sehr schnell ausgeglichen wird. Trotzdem führt die Ein- 
wirkung des Phosgens zu Folgeerscheinungen, die im Anfang nach 
Beseitigung des Giftes kaum oder gar nicht erkennbar sind, sondern 
erst sekundär ihre Hauptentwicklung zeigen. Wiederum sind es 
entzündliche Vorgänge mit der für sie charakteristischen starken - 
Beteiligung des GefäBsystems. Allerdings scheinen sich verschie- 
dène Gewebe nicht ganz gleich zu verhalten: an der Lunge und 
am Bauchfell sind pathobiotische ,Nachwirkungen“ viel ausge- 
prägter als an der Bindehaut des Auges und den Schleimhäuten 
der oberen Luftwege. 

Ein anderes Gift, das wegen seiner gleichartigen technischen 
Verwertung (als Kampfgas) vielfach in Parallele zu dem Phosgen 
studiert werden konnte, das Dichloräthylsulfid, weist einen noch 
viel stärkeren pathobiotischen Charakter auf als jenes. Allerdings 
ist bei ihm nicht mit derselben Sicherheit ermittelt, wie rasch es 
durch Zersetzung und Ausscheidang aus dem Gewebe verschwindet ; 
sicher sind die ersten Zersetzungsprodukte nicht alle wirkungslos 
und ebenso gewiB ist es, daf die Zersetzung längere Zeit bean- 
sprucht als bei Phosgen. Trotzdem widerspräche es allen Er- 
fahrungen, wenn man annehmen wollte, daB das Gift auch nur 
einen grofen Bruchteil der Zeit, in der sich seine Wirkungen 


_ âuBern, in wirksamer Form anwesend bliebe. Wenn z. B. nur der 


Dampf der Substanz für wenige Minuten mit der Oberfläche des 
Kôrpers, des Auges oder der Atemorgane in Berührung komnmt, 
so entwickeln sich nicht nur mehrtägige Entzündungsprozesse mit 
starkem nekrobiotischen Einschlag, sondern auch in der Haupt- 
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masse des Kôrpers Stôrungen, die an vermehrter Ausscheidung 
von Stoffwechselendprodukten erkennbar sind und länger als eine 
Woche andauern. All dies kann erfolgen, ohne daf sich irgend 
welche sofortigen Reizerscheinungen am Einwirkungsorte zeigen. 
Die bei stärkerer Einwirkung entstehenden Geschwüre der Haut 
weisen eine mangelbafte Heïltendenz auf; ähnliches gilt für die 
entsprechenden Erkrankungen der Bindehaut, Hornhaut, Bronchien 
und Lungen; auch die Allsemeinerkrankungen, die sich durch Ab- 
magerung und zuweilen durch gewisse Stôrungen des Nerven- 
systems äuferten, waren in auffälliger Weise durch eine geringe 
Neigung zur Restitution gekennzeichnet. Unter der Summe der 
vorkommenden Krankheïtszustände sind solche Erscheinungen ja 
wohl bekannt, nur werden sie gemeinhin mit der Vorstellung einer 
dauernd wirkenden Schädigung ,konstitutioneller“, ,mfektiôser“, 
»toxischer“ Art verknüpft; bei chronischen Vergiftungen — 
sei es daf das Gift wiederholt zugeführt wird oder an sich lange 
im Kôrper kreist, wie manche Metalle — bietet die Erkenntnis 
des Zusammenhangs ja keine Schwierigkeiten. Dagegen ist es be- 
merkenswert, daB auch einmalige, kurze Gifteinwirkungen länger 
dauernde, ;,pathobiotische“ Veränderungen setzen kônnen und zwar 
durchaus in Abhängigkeit von der Natur des Giftes. 

Denn zwischen Phosgen und Diäthylsulfid besteht ein ganz 
analoger Unterschied, wie zwischen Licht und Rôntgenstrahlen. 
Beide Gruppen wirken pathobiotisch, aber die Nachhaltigkeit dieser 
Wirkung ist bei den zweiten Gliedern jeder Gruppe viel grüfer 
als bei den ersten. Dieser Unterschied der Nachhaltigkeit 
prägt sich bei allen Intensitätsgraden der Einwirkung aus; 
man kann wohl durch hühere Dosierung der weniger nachhaltigen 
Einwirkung stärkere Grade der Schädigung setzen, doch wird da- 
durch das besondere Merkmal der langsameren Rückkehr des 
Geschehens in physiologische Bahnen nicht erzeugt: die kleinen 
Teïilprozesse, die das Leben der einzelnen Gewebselemente aus- 
machen, weichen weniger von der Norm ab als bei einer Wirkung, 
deren Intensität vielleicht geringfügiger, deren Qualität aber 
stärker pathobiotisch ist. Gerade durch diese Gregenüberstellung 
wird das Spezifische dessen dargetan, was durch das Wort ,Patho- 
biose“ getroffen werden soll. 

Hat man in diesem Sinne den Begriff der pathobiotischen 
Wirkung gefafit, so kann man verschiedene Gifte nach diesem 
Begriff orientieren. Man wird gewahr, daf sehr viele Gifte eine 
derartige Wirkung ausüben, wenn auch nur in einem Teilgebiete 
ihrer Gesamtwirkung. Ein Beispiel bieten die Narcotica, die im 
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. Grofen Ganzen typische Repräsentanten der reversibel wirkenden 
Gifte sind; diese Reversibilität gilt in der Tat in hohem Mafe 
für die Wirkungen am Nervensystem. Daneben aber zeigen 
sich Wirkungen auf Stoffwechselvorgänge, vor allem auf die Oxy- 
dation des Nabrungsfettes in der Leber, die noch anhalten, wenn 
mit der Ausscheidung des Giftes die Narkose des Nervensystems 
längst abgeklungen ist (Joannovices und Pick); natürlich ist dieser 
pathobiotische Anteïil der Wirkung in der Reïhe der Narcotica 
verschieden ausgeprägt, z.B. bei Chloroform stärker als bei 
Âther, entsprechend ihrer jeweiligen Abhängigkeit von der Natur 
des Giftes und ihrer Unabhängigkeit von dessen allgemeinem Wir- 
kungsmodus. Hierber gehôrt auch die auffallende Differenz zwischen 
Âthyl- und Methylalkohol, die ja beide in ihrem reversiblen, be- 
 rauschenden Wirkungsanteil vô1lig übereinstimmen, während der 
pathobiotische Anteil beim Methylalkohol unverhältnismäfBig be- 
deutsamer ist als beim Âthylalkohol. Bei Chinin, Blausäure und 
vielen anderen Giften ist es müglich, ja notwendig, neben dem re- 
versiblen Hauptanteil ihrer Wirkung eine pathobiotische Wirkungs- 
komponente zu unterscheiden. 


IT. 


Pathobiose spielt eine grofe Rolle bei der Entstehung vieler 
chronischer Vergiftungen. Gewif nicht bei allen, denn es 
ist wahrscheinlich, da manche chronischen Vergiftungen unter 
dauernder Gegenwart von Gift zu Stande kommen: so z. B. die 
Bleikrankheit. Dagegen scheinen mir Alkoholismus und Nikoti- 
nismus Beispiele zu bieten, die ohne die Annahme von Pathobiose 
nicht erklärbar sind. Für die akute Nikotinvergiftung ist es 
charakteristisch, daf die Symptome ziemlich rasch wieder ver- 
schwinden, sobald die weitere Zufuhr des Giftes, etwa im Tabaks- 
rauch, eingestellt wird; man darf daraus nicht mit Bestimmtheit 
schliefen, daB das Gift rasch zerstôrt oder eliminiert wird, doch 
ist es die einfachste Annahme; trifft sie zu, so würden auch bei 
starken Rauchern während der Nacht Perioden eintreten, in denen 
das Gift nicht mehr vorhanden ist: eine mit der Zeit des Tabaks- 
gebrauchs einhergehende allmähliche Zunahme der Symptome der 
chronischen Vergiftung — wie sie tatsächlich beobachtet wird 
— würde dann die Hinterlassung eines veränderten Zustandes 
jedesmal nach der akuten Vergiftung erfordern; die nächstfolgende 
akute Vergiftung würde in diesem veränderten, pathobiotischen 
Zustand angreifen und ihn von neuem ein wenig weiter von der 
Norm verschieben und so hinterlassen usf. Mag man bei der 
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chronischen Nikotinvergiftung noch zweiïfeln, ob nicht doch eine 
dauernde Gegenwart des Giftes die Rückkehr zur Norm ver- 
hindert, so liegt die Sache bei der chronischen Alkoholvergiftung 
vüllig klar und zwar deshalb, weiïl die pathobiotische Veränderung 
vererbbar ist. Bekanntlich weisen die Kinder von Säufern 
allerlei Degenerationszeichen auf, die ihnen von der Keimzelle des 
Vaters mitgegeben werden, selbst wenn die Mutter keinen Alkohol 
genieft; durch eine lange Kette von Jahren und Zellgenerationen, 
die nicht unter Gifteinflu® stehen, überträgt sich eine frühere 
irreversible und doch nicht zum Zelltode führende Giftschädigang 
auf die Nachkommen. Dies beweist, daB auch im Einzelindividuum 
eine solche pathobiotische Veränderung als Rückstand der Wir- 
kung in den Pausen zwischen Ausscheidung einer Giftdosis und 
Zufuhr der nächsten bestehen kann. Anders läfit sich auch die 
experimentell sichergestellte Tatsache nicht erklären, da eine 
Abschwächung der geistigen Leistungsfähigkeit — und zwar im 
vüllig nüchternen Zustande — eintritt, wenn eine Zeitlang regel- 
mäfige, doch täglich nur einmal die Zufuhr einer kleinen Alkohol- 
dosis erfolgt. 

Die Hervorhebung eines besonderen, pathobiotischen An- 
teils der Wirkung jedes Giftes in seinem Zusammenhang mit chro- 
nischer Vergiftung erleichtert das Verständnis für zwei Tatsachen- 
kreise: für die sehr verschiedene Fähigkeit zur Erzeugung chro- 
nischer Vergiftungen bei verschiedenen wirksamen Substanzen und 
für den Unterschied zwischen den Symptomen der akuten und 
der chronischen Vergiftung. Manche Stoffe künnen auBerordentlich 
oft in wirksamen Dosen einverleibt werden, ohne im Allgemeinen 
chronische Vergiftungen nach sich zu ziehen; das Coffeïn ist ein 
schlagendes Beispiel dafür. Die Abweichung des Bildes der chro- 
nischen Vergiftung von dem der akuten ist fast immer deutlich, 
besonders auffallende Beispiele bieten Morphin oder Quecksilber. 

Faft man unter den Begriff der Pathobiose — entsprechend 
dem oben über Pigmentbildung durch Strahlenwirkung Gesagten 
— auch solche langanhaltenden Veränderungen der Gewebselemente, 
die keinen degenerativen Charakter tragen, sondern als ,nützliche“ 
Anpassungserscheinungen aufzufassen sind, so fallen darunter auch 
die Gewôhnungserscheinungen, die eine erhôhte Wider- 
standskraft gegen das wiederholt beigebrachte Gift bedingen. 
Ihrem inneren Wesen nach mu eine solche Veränderung eines 
Organismus oder einzelner Gewebselemente den Veränderungen 
bei chronischen Vergiftungen gleichgesetzt werden: Wir erkennen 
die Veränderungen der Organisation des Lebendigen an eïner 
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Reaktion auf äuBere Einwirkungen; nur eine besondere Form einer 
solchen Einwirkung ist die erneute Zufuhr eines Giftes. Bekannt- 
lich geht auch beim Alkoholismus und Morphinismus die Degene- 
ration, das Zeichen der chronischen Vergiftung, mit einer gerin- 
geren Empfindlichkeit gegen die akute Giftdosis einher. 

Man darf es vielleicht als eine Aufgabe der Forschung be- 
zeichnen, den Sitz und die Art der pathobiotischen Wirkungsanteile 
bei chronischen Vergiftungen genauer festzustellen. Dabei ist 
freilich zu beachten, daB die Abgrenzung des Begriffs ,Patho- 
biose“ vorläufig nur eine erste Unterscheidung darstellt, die von 
der Betrachtung der Lebensvorgänge als einer Einheit hergeleitet 
ist. Die Analyse des inneren Wesens der Pathobiose mag wohl 
prinzipiell verschiedene Vorgänge aufdecken, die zu gleicher Er- 
scheinungsform führen. 

So ist es denkbar, daf ein Teil der pathobiotischen Ein- 
wirkungen letzten Endes mit jener Eigentümlichkeit der kolloiden 
Systeme zusammenhängt, die man Hysteresis nennt und die 
durch erschwerte, verlangsamte Rückkehr zu einem Ausgangszu- 
stand nach dessen Verschiebung zu kennzeichnen ist. Daneben 
dürften aber auch die Besonderheiten des Lebendigen, die in der 
vielseitigen Verknüpfung und gegenseitigen Abhängigkeit zahl- 
reicher Einzelreaktionen liegen, in Frage kommen: so ist bekannt 
und auch leicht verständlich, daf alle Stôrungen, die primär die 
eigentlichen Ernährungsvorgänge treffen, auch nach vorüber- 
gehendem Bestehen die Struktur und funktionelle Organisation 
der Zellen schädigen kônnen; deren Reparation erfordert dann 
eine geraume Zeit auch nach Wiederkehr normaler Ernährungs- 
bedingungen. Endlich ist ein Drittes zu bedenken, was vor allem 
der experimentellen Prüfung zugänglich und wert wäre, weil ana- 
loge Versuche über die Wirkung der radioaktiven Strahlung be- 
reits vorliegen: Oskar Hertwig kam bei vergleichender Bestrahlung 
von Eïern und Samenfäden zu dem Kklaren Ergebnis, daB die 
K ernsubstanz in unvergleichlich stärkerem Mafe betroffen wird 
als das Protoplasma der Zellen. Es darf gefragt werden, ob 
nicht auch bei Giften die Unterscheidung einer Wirkung auf den 
Kern und einer solchen auf das Protoplasma fôrderlich sein kônnte. 
Bei Betrachtung der Wirkungen der Gifte auf die komplizierteren 
und rasch erkennbaren Funktionen war dazu keine Veranlassung, 
da diese wohl stets an die protoplasmatischen Anteile der Gewebs- 
elemente geknüpft sind. Die pathobiotischen, insonderheit die 
vererbbaren Veränderungen durch Gifte drängen jedoch zur Auf- 
stellung und Bearbeitung dieses Problems. 
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Über das Verhalten des rhombischen Schwefels 
bei hohen Drucken und Temperaturen. 
Von 


H. Rose und 0. Mügge. 


Vorgelegt von O0. Mügge in der Sitzung vom 12. Mai 1922. 


Beobachtungen über das Verhalten von Krystallen bei hohen 
Drucken sind in den letzten Jahren von Johnsen und seinen 
Schülern !) und von Mügge ?) angestellt, wesentlich um zu ermitteln, 
ob und welche Translationen und einfache Schiebungen sie ein- 
gehen. Dieses Verhalten ist aber auch von geologischem Interesse, 
und da hier, im Erdinnern, mit hohem Druck stets erhôhte Tem- 
peratur verknüpft ist, schien es zweckmäfig, Minerale gleichzeitig 
bei hohem Druck und erhôhter Temperatur zu untersuchen. 

Solchen Versuchen wurde zunächst der rhombische Schwefel 
unterworfen; emmal, weil vermutet wurde, da seine Plastizität 
durch Erhôhung der Temperatur noch zunehmen würde; dann, um 
festzustellen, ob er unter solchen Umständen zu einfachen Schie- 
bungen fähig werden würde und endlich, um zu prüfen, wie weit 
der angewandte Druck dem hydrostatischen sich nähert, wenn 
- dasselbe Einbettungsverfahren wie früher?) benutzt wurde. Da 
nämlich der rhombische Schwefel bereïts von Tammann hydrosta- 
tischen Drucken bis 3143 kg/em? und Temperaturen bis zu ca. 191° 
unterworfen war, schien es müglich, die Gleichfôrmigkeit des 
Druckes bei unsern Versuchen durch Vergleich mit den Tammann- 
schen Ergebnissen zu prüfen. 

_ Die Versuche wurden in einem dem früher benutzten ähnlichen 
Cylinder, aber mit noch verstärkten Wänden, ausgeführt; zur Er- 
hitzung wurde dieser samt PreBstempel und Druckplatten von 
einem elektrischen Ofen umgeben. Den Versuchen wurden nur 


1) Johnsen, Neues Jahrb. f. Min. B.B. 39, 500 u. 506, 1914. Anni Grübn, 
das. 1918, 99 und Veit, das. B.B. 45, 136, 1921. 
2) 0. Mügge, Neues Jahrb. f. Min. 1920, 24, 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys! Klasse. 1922. Heft 2. 8 
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klare, einheitliche Krystalle von rhombischem Schwefel unterworfen, 
eingebettet in Ton, aus dem man sie nachher durch Quellenlassen 
desselben wieder befreite. Ob eine Umwandlung in B-Schwefel 
oder Schmelzung oder sonstige Zustandsänderung eingetreten war, 
wurde daran erkannt, daB der Krystall nach dem Versuch nicht 
mehr einheitlich war, sondern ein Aggregat bildete. Dies läft 
sich optisch erkennen und wird noch dadurch erleichtert, daf die 
Translationslamellen nach (111), in die der Krystall durch die 
Pressung zerfällt, die optische Prüfung auch binsichtlich der un- 
veränderten Auslüschungsschiefe, im convergenten Licht usw. müg- 
lich machen. 

Der lufttrockene Ton, der eine erhebliche elastische Nach- 
wirkung zeigte, scheint durch seinen Luft- und Wassergehalt den 
Schwefel wie ein Polster abzuschliefen, soda nur geringe Mengen 
von ihm bei hôheren Temperaturen in den ihm unmittelbar be- 
nachbarten Ton eindringen. 

Die Versuche ergaben innerhalb des von Tammann untersuchten 
plt-Intervalls einen guten Anschluf an dessen Umwandlungs- und 
Schmelzkurve, sodaB daraus auf annähernd gleichfôrmigen Druck 
auch bei unsern Versuchen innerhalb desselben Intervalls und wohl 
erst recht bei noch hôheren Drucken geschlossen werden kann. 
(Da$ dies allerdings nicht in Strenge der Fall ist, ergibt sich schon 
daraus, daB stets Translationen vor sich gingen.) 

Für hôhere Temperaturen und Drucke ({= 190°, » — 3143 kg/cm°) 
steigt die Schmelzkurve des rhombischen Schwefels dauernd an, 
wenn auch weniger steil (also konkav zur Druckaxe), bis zum 
hôchsten von uns erreichten Druck von 19 300 kg/em?, wo rhom- 
bischer Schwefel bei 263° existiert. Es hat also die Erhôhung 
des Druckes um 19 300 kg/cem° eine Erhôhung des Schmelzpunktes 
des rhombischen Schwefels um ca. 150° bewirkt, während die Er- 
hühung beim Eis VI, der einzigen Substanz, die bisher bei ebenso 
grofen Drucken untersucht ist nach Brigdman für ca. 16 000 kg/cm? 
nur Ca. 93° beträgt. Die folgende Tabelle gibt für eine Reiïhe von 
Drucken die hôchsten Temperaturen, bei denen der Schwefelkrystall 
noch keine Zustandsänderung erfahren hatte.  / 

In der folgenden Tabelle bedeutet : 

» den vom Manometer angezeigten Druck in kg/em’, 

t die Temperatur, 
ferner bedeutet r, daf der rhombische Schwefel erhalten geblieben 
ist, », daf er in monoklinen umgewandelt, s, daB er geschmolzen 
war. 
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p u p t p t 
1000 139 ri HI00 TO er 12200 240 ss 
1000 140  m°) 5100 195 7 12200 258  s 
TOO NET 5100 200. s 12200 269 s 
1100 © 134  s°) 5100 205 s 12300 230  r 
1100 135 7 DOD210- 7e 12800 279 s 
.1100 150  s 6400 190 14300 230 7» 
2950 © 175 s 6400 2923 os 14300 9251 s 
2300 164 Or 6400 234 ss 14300 260 4 5) 
2300 168 r 6450 205  r 14300 262 ss | 
9300 170. s 6500 210 14500 260 ss 
2900 92. r 9000 239 ss 14600 240 +» 
3200 171 7 9500 268 s 16100 253  r 
3900 172 sf) 9550 259 os 16100. 262 -s 
3250 . 182 r 9600 192 + 19200 215: -t) 
3500 189 9600 213  s 19300 192 r 
3300 204  s 9600 215 r 19300 225 r 
3800 98. 7 9600 222 ss 19300 263 
4950 193 + 9600 269 s 19600 205 r 
4400 902 r 12100 - 9222 r 19600 24 » 
5000 202 » 100 P 292 TUE 19600 281 s 


Bemerkenswert erscheint auch, daf der Schwefel auch bei 
diesen hohen Temperaturen keine einfachen Schiebungen einge- 
gangen war und seine Translationsfähigkeit und damit Plastizität 
nicht merklich zugenommen hatte. 


Die zu den Versuchen benutzten Prefizylinder aus Chrom- 
Nickel-Vanadinstahl sind dem Mineralogischen Institut von der 
Firma Gebr. Bôhler & Co., A.-G. Leipzig geschenkt; wir müchten 
nicht verfehlen auch an dieser Stelle dafür bestens zu danken. 


1) Vorher nicht mit monoklinem Schwefel geimpft. 

2) Vorher mit monoklinem Schwefel geimpft. 

3) Ton nicht hinreichend durch Druck gedichtet. 

4) Anfangsdruck nicht ausreichend zur Dichtung ? 

\ | 5) Schwefel durch den Ton nach aufen gedrungen. 
6) Explosion des Druckzylinders. 
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Über die einfachen Schiebungen | 
und die Structur der Eisenkrystalle. 


Von 
0. Mügge. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 13. Januar 1922. 


Das gewühnliche Eisen («-Fe) geht bei mechanischer Bean- 
spruchung, die die Elastizitätsgrenze überschreitet, einfache Schie- | 
bungen ein mit den Elementen x, — (112), 6, — [111]. Daraus : 
folgt, daB für seine Krystalle eine Structur nach Würfeln mit 
zentrierten Flächen ausgeschlossen ist ?). 

Westgren und Lindh *) haben kürzlich die verschiedenen Eisen- 
Modifikationen rüntgenometrisch untersucht und festgestellt, daf 
die Krystalle von y-Fe aus Würfeln mit zentrierten Flächen 
aufgebaut sind, die des «-Fe und ebenso die des B-Fe (die 
identisch zu sein scheinen) dagegen aus raumzentrierten Würfeln. 
Letzteres ist also im Einklang mit dem aus den einfachen Schie- 
bungen früher gewonnenen Ergebnis. Auferdem läft sich nun 
aber mit Hülfe der von Johnsen *) abgeleiteten Gleichungen zeigen, 
daB mit den einfachen Schiebungen des «-Fe keine andere Gitter- 
structur als die von Westgren und Lindh gefundene verträglich - 
ist, indem nur bei raumzentrierten Würfeln die :-GrôBen der John- 
sen'schen Gleichung der Bedingung genügen, ganze teilerfremde 
Zahlen zu sein. | 

Dies Ergebnis ist auch für die Metallographie von einigem 
Interesse deshalb, weil daraus hervorgeht, daf die einfachen Schie- 
bungen, welche die Umformungen des gewühnlichen Eisens begleiten 
(and wohl erst môüglich machen), nach seiner Umwandlung in 
7-Fe nicht mehr müglich sind und also schon aus diesem Grunde 
die Umformungen beim y-Fe voraussichtlich anders verlaufen 
müssen als beim a-Fe. 
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1) ©. M., Neues Jahrb. f. Min: etc. 1899 II, 63 u. Beil. Bd. 14, 314, 1901. 
2) Zeïtschr. f. phys. Chemie 98, 181, 1921. 
3) Zentralbl. f. Min. etc. 1916, 121. 
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Ein wesentlicher Zug für die unter einfachen Schiebungen der 
genannten Art verlaufenden Umformungen des a-Fe ist, daB sie 
von einer Volumen-VergrôBerung begleitet sind, die auBerordentlich 
‘hohe Beträge erreichen kann. Beschränkt man sich auf die Be- 
trachtung von nur zwei einfachen (zu einander reziproken) Schie- 
bungen längs derselben Ebene der Schiebung, etwa mit x, — (112), 
z, — (112), so entstehen in dem Falle, daB die Zwillingsbildung 
schlieBlich (bei immer weïiter fortgesetzter Umformung) molekular 
wird, hohle Kanäle wie sie L.c (B.B. 14, 313, 1901) abgeleitet 
sind und zwar von solchen Abmessungen, daB dadurch das Vo- 
lumen auf das */2fache des ursprünglichen steigt; zugleich würde, 
auch wegen der Bildung der Zusammensetzungs- und anderen 
Grenzflächen der verzwillingten Teiïle eine erhebliche Energiemenge 
aufgenommen werden. DaB auf den, durch die Umformung ent- 
. standenen neuen Grenzflächen (soweit sie nicht eigentliche ,Zu- 
sammensetzungsflächen* ‘) sind) etwaige fremde Beimengungen sich 
anhäufen werden, erscheint môglich; eine leichtere Angreifbarkeit 
beim Âtzen (wie sie zuerst an den Neumann'schen Linien der 
Meteoriten beobachtet ist) würde aber ohnedies stattfinden künnen, 
zumal längs den Grenzen vielfach Lücken im Krystallbau vor- 
handen sem werden. 

Hinsichtlich der hohlen Kanäle gilt Ahnliches auch für Anti- 
mon, Wismut und Zinn, an denen, z.T. schon vor langen Jahren, 
einfache Schiebungen nachgewiesen sind ?), allerdings sind sie hier 
von viel geringerem Betrag, daher die Kanäle sehr viel enger und 
die Volumenvermehrung kleiner. Aber auch in jenen Krystallen, 
an denen nur Translationen môglich sind, künnen durch AbreïBen 
von Translationslamellen (quer zur Translationsrichtung) Hohl- 
räume von bestimmter Lage (und von mehr flächenhafter Aus- 
dehnung) entstehen; sie sind an vielen Mineralen nachzuweisen 
und auch z. B. an jenen geschmeidigen Metallen (Au, Ag, Cu, Pb) 
zu erwarten, an denen bisher nur Translationen sicher bekannt 
sind *). 


1) ©. M, Diese Nachr. 1921, 229 und Zentralbl f. Min. etc. 1921, 642. 

2) O0. M., Neues Jahrb. £. Min. ete. 1854 IL 40 und 1886 EF, 154; Zentralbl 
£. Min. 1917. 233. : 

3) O. M,, Neues Jahrb. f. Min. etc. 1899 IL 55. 
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Über isotrop gewordene Krystalle. 
Von 
0. Mügge. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 26. Mai 1922. 


TL 


Unter den Mineralen, die in grôferen Mengen seltene Erden 
enthalten, sind mehrere dadurch ausgezeichnet, daf sie, auch wenn 
sie in scharf ausgebildeten Krystallen vorkommen, sich als physi- 
kalisch isotrop erweisen. Das ist (soweit sie nicht regulär sind) 
am einfachsten an ihrem optischen Verhalten zu erkennen, indessen 
sind auch ihre Cohaesionseigenschaften damit zum mindesten nicht 
in Widerspruch. Dabei weichen sie hinsichtlich ihrer chemischen 
Eigenschaften z. T. nur insofern von den Krystallen derselben 
Art mit normalen (ihrer Symmetrie entsprechenden) Eigenschaften 
ab, als sie meist leichter zersetzbar sind, während die stôchiome- 
trische Zusammensetzung die gleiche ist. Von einigen dieser Mi- 
nerale kennt man nur die physikalisch isotrope Form, bei andern 
zeigen sich Übergänge zwischen beiden Zuständen hinsichtlich des 
Grades der Doppelbrechung, indem diese zwischen einem Hôchst- 
wert (der dem normalen Zustand entspricht) und dem Wert Null 
schwankt; ähnliches wiederholt sich bei der Dichte. 

Sind diese Krystalle, wenn man sie als isotrop gewordene 
Paramorphosen auffaft, schon wegen der Vollkommenheit ihrer 
Erbaltung bewundernswert, so sind sie doch noch viel merkwür- 
diger durch ihr Verhalten beim Erhitzen: manche von ihnen werden 
dann, meist unter Erglühen, wieder doppelbrechend und zwar mit 
derjenigen optischen Orientierung die ihrer Form entspricht, sodaf 
sie nun von den nicht paramorphosierten, ursprünglichen Kry- 
stallen nicht zu unterscheiden sind. Dasselbe gilt von der Dichte 
und vermutlich auch von den Cohaesionseigenschaften. 

Wenn dies Verhalten auch etwas an das unterkühlter und 
beim ŒÆErhitzen bis nahe zum Schmelzpunkt krystallisierender 
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Schmelzen erinnert, so gibt es doch verschiedene Umstände, welche 
diese Auffassung erschweren. Zunächst müfite man annehmen, daf 
unsere Krystalle die Fähigkeit hätten zu ,schmelzen“, (d. h. aus 
dem anisotropen in den isotropen Zustand überzugehen) ohne flüssig 
zu werden, was bei Mineralen immerhin nur selten vorkommt und 
bei dem hier hauptsächlich untersuchten Gadolinit keineswegs zu- 
trifft. Zweitens wäre nicht zu begreifen, wie sie so hoch hätten 
erhitzt werden kônnen (das Schmelzintervall des Gadolinit liegt 
bei etwa 1410°) ohne daf die begleitenden Minerale (Feldspat z. B.) 
geschmolzen wären. Drittens wäre nicht anzugeben, woher die 
Schmelzwärme hätte kommen kôünnen. Aber von all diesem abge- 
sehen bliebe noch ein grofer Unterschied: hier entsteht aus der 
mit Glas zu vergleichenden Paramorphose nur ein Krystall und 
zwar mit der seiner früheren Form entsprechenden optischen 
* Orientierung, beim Glas entstehen zahlreiche verschieden orientierte, 
ein Aggregat. 

Brôgger nahm daher an, da die Besonderheit der chemischen 
Zusammensetzung unserer Krystalle, die er in dem hohen Gehalt 
an seltenen Erden sah, mit ihrem absonderlichen Verhalten zu- 
sammenhinge; er nannte sie ,metamikt“ um anzudeuten, daf die 
gro$ie Mannigfaltigkeit der in ihnen vorhandenen Elemente die 
dauernde Vereinigung in demselben Krystall unmüglich mache. 
Nun kennt man zwar Zerfalls- und Entmischungs-Erscheinungen 
in manchen Krystallen, die etwa bei hoher Temperatur gebildet 
und dann stark abgekühlt wurden, aber bei ihnen geht der Zerfall 
oder die Entmischung bei sinkender Temperatur ,von selbst* 
vor sich, also unter Wärmeabgabe, während bei unsern Krystallen 
(grade wie bei Gläsern) bei steigender Temperatur Wärmeab- 
gabe stattfindet. 

Brôügger war aber insofern auf dem richtigen Wege, als er die 
chemische Zusammensetzung für das Verhalten der isotrop ge- 
wordenen Krystalle verantwortlich machen wollte; nur kannte 
man damals noch nicht die wunderbaren Eigenschaften der radio- 
activen Elemente, welche die seltenen Erden fast überall und 
so auch hier begleiten, sie geben auch hier den Schlüssel. 

Am bekanntesten ist der Einflu8 radioactiver Stoffe auf die 
optischen Eigenschaften der Krystalle; die «-Strahlung bringt hier 
nicht allein Färbungen hervor, wie in den pleochroitischen Hôüfen, 
sondern auch erhebliche Ânderungen der Brechungsexponenten und 
damit der Doppelbrechung (indessen nicht gerade eine Verminde- 
rung), zugleich auch Anderung der optischen Orientierung. Manche 
Erscheinungen weisen aber auch auf eine Veränderang der Co- 
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haesionseigenschaften, ferner sind in intensiven pleochroitischen 
Hôfen chemische Zersetzungen beobachtet. Wenn nun ein Krystall 
radioactive Stoffe enthält, werden sich die Wirkungen ibrer «- 
Strahlen nicht nur, wie in den pleochroitischen Hôfen, auf die 
Umgebung des Wirtminerals des radioactiven Krystalls erstrecken, 
sondern auch auf den Krystall selbst in dem die radioactiven Stoffe 
Platz gefunden haben. Es liegt nahe anzunehmen, daf sie hier 
sogar viel stärker sein werden und in geologischen Zeïiträumen zu 
einer vollständigen Zerrüttung des eigenen Krystallbaues führen 
kônnen, soda unter dem regellosen Bombardement der &-Strahlung 
Unordnung an die Stelle straffer krystallographischer Ordnung 
tritt, infolgedessen Isotropie an die Stelle krystallographischer 
Mannigfaltigkeit mit ihren ausgezeichneten Richtungen. 

Die folgenden, wesentlich am Gadolinit, dem ausgezeich- 
netsten Vertreter der isotrop gewordenen Krystalle, ausgeführten 
Untersuchungen sollen diese Auffassung ihrer Entstehung be- 
kräftigen, zugleich den eigentümlichen Zustand, in dem sie sich be- 
finden und die geologische Bedeutung dieser Vorgänge beleuchten. 


IL Das optische Verhalten des Gadolinit. 


Da der Gadolinit zuweilen einen pleochroitischen Saum an 
seiner Grenze zu radioactiv empfindlichen Nachbarn zeigt, muB 
man ihn trotz des zuweilen chemisch kaum nachweisbaren Grehaltes 
an Th oder Ur zu den radioactiven Mineralen rechnen. Es kommen 
sowohl stark doppelbrechende, ausgezeichnet krystallisierte mono- 
kline, normale Krystalle vor, wie auch ganz isotrope, und Kry- 
stalle mit isotropen neben mehr oder minder stark doppelbrechenden 
Teiïlen. Auch im letzteren Falle ist die optische Orientierung im 
parallelen und convergenten Licht an allen Stellen merklich die- , 
selbe; namentlich gilt dies auch von schmalen stärker bezw. merk- 
licher doppelbrechenden Säumen, die in sonst isotropen Krystallen 
meist längs Sprüngen und an den Grenzen zu den Nachbarn auf- 
treten. Erhitzt man Dünnschliffe isotrop gewordener Krystalle 
im electrischen Ofen '/> Stunde auf ca. 4500, so pflegen diese Säume 
etwas breiter zu werden, aber erst bei ca. 750° werden fast alle 
Teile doppelbrechend (und bleiben es auch nach dem Abkühlen), 
und zwar mit derselben Orientierung, wie sie schon Anfangs die 
schmalen Säume hatten. Weiïteres Erhitzen bis etwa 1130° 
(72 Stunde) bringt noch langsame Verstärkung der Doppelbrechung, 
erkennbar an dem Steigen der Interferenzfarben im Dünnschliff 
und der Zunahme der Zahl der im convergenten Licht etwa um 
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eine optische Axe sichtbaren isochromatischen Curven. Diese Ver- 
stärkung der Doppelbrechung beträgt mindestens das Zehnfache 
der zuerst etwa eben bemerkbaren. 

Auch Schliffe, die zu Anfang optisch homogen waren (z. B. an 
allen Stellen isotrop), bleiben es nicht während der Erhitzung, viel- 
mehr erscheinen in gewissen Stadien derselben zuweilen Streifen 
mit gro$en Unterschieden in der Stärke, aber keineswegs der Orien- 
tierung, der Doppelbrechung; sie verschwinden aber wieder beim 
weiteren Erhitzen, soda hinreichend lange und hoch erhitzte 
Dünnschliffe homogen zu sein pflegen. Die Streifen entsprechen 
offenbar nicht Zwillingslamellen sondern Anwachsschichten, und 
man kann annehmen, daB die einzelnen Schichten, weil von un- 
gleichem Gehalt an radioactiven Stoffen, ungleich stark bestrahlt 
waren und deshalb sich bei der Rekrystallisation ungleich ver- 
hielten. 

Beobachtet man den Krystall während der Erhitzung zwischen 


gekreuzten Nikols, so bemerkt man, daff (meist bei eben sichtbar 


werdender Rotglut) die Aufhellung in wenigen Augenblicken vor 
sich geht; diese Temperatur entspricht jener bei welcher ein Auf- 
glühen oder Verglimmen der Krystallstücke erfolgt; wie denn 
schon früher beobachtet wurde, daf die Doppelbrechung in einem 
Stück nur so weit wiedergekehrt war als es verglimmt war. 
Deutung des optischen Verhaltens. Da der Winkel 
der optischen Axen von der Differenz der Brechungsexponenten, 
und die Auslôschungsrichtung in jeder Platte wieder von der Lage 
ihrer optischen Axen zu ihrer Normalen in bekannter complizierter 


_Weise abhängt, sollte man erwarten, daf durch das Erhitzen mit 


der Stärke der Doppelbrechung auch das Interferenzbild im con- 
vergenten Licht und die Lage der Auslôschungsrichtung sich ändert. 


. Das ist nach Obigem durchaus nicht der Fall, vielmehr läBt sich 


in einander benachbarten Teïlen sehr ungleich starker Doppel- 
brechung, wie sie in den erwähnten Anwachsstreifen vorliegen, 
mit groBer Schärfe feststellen, daf sie durchaus zu gleicher Zeit 
auslüschen. Da nicht anzunehmen ist, daf die Brechungsexponenten 
in allen Stadien der Erhitzung und gleichzeitig für alle Wellen- 
längen des sichtbaren Spectrums grade so sich ändern, daf der 
Winkel der optischen Axen und damit die Lage der Auslôschungs- 
richtungen constant bleibt, muf man schliefen, da die Stärke 
der Doppelbrechung nur scheinbar schwankt, daf die 
in den verschiedenen Stadien der Erhitzung-(und manchmal in den 
nebeneinander liegenden Teilen nicht erhitzter Krystalle) sicht- 
baren Unterschiede in der Hôhe der Interferenzfarbe vielmehr 
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daher rühren, daf die Dicke der doppelbrechenden Schicht 
sich vergrôfert, und zwar, da eine merkliche Dicken-Ânde- 
rung der Dünnschliffe nicht stattfindet, auf Kosten isotroper 
Schichten. Man kommt also zu der Vorstellung, da in dem 
scheinbar einheitlichen Gadolinitbau krystalline 
und isotrope, geordnete und ungeordnete Teilchen 
nebeneinander vorhanden sind; in den stark doppel- 
brechenden ursprünglichen Krystallen sind alle krystallin geordnet, 
in den vüllig isotropen alle in Unordnung geraten und die Um- 
wandlung beim Erhitzen entspricht einer Einordnung der letzteren 
in den Bau der kristallinen. 

Aus dieser Auffassung wird es verständlich, daB die Doppel- 
brechung im Gadolinit (wie in analogen radioactiven Krystallen) 
in weiten Grenzen schwanken kann, ohne daf diesen Schwankungen 
solche der optischen Orientierung und der chemischen Zusammen- 
setzung wie in den gewüôhnlichen Mischkrystallen entsprechen. 
Ebenso erklärt sich daraus das Fehlen merklicher Spuren von 
Dispersion der Doppelbrechung, die sich sonst mit der Annäherung 
an Isotropie (und Durchgang durch diese) einzustellen pflegt. 

Kreuzprobe. Da geordnete und ungeordnete Teilchen im 
Gadolinit natürlich nicht in ebenen Schichten sondern unregelmähig, 
wenn auch im Ganzen und im Allgemeinen gleichférmig abwechseln 
werden, müssen sich Platten von Gadolinit die bei ungleichem Ver- 
hältnis m1:m» isotroper und doppelbrechender Teile genau den 
gleichen Gangunterschied von {/2 1 aufweisen (und also entsprechend 
ungleich dick sind) dadurch unterscheiden, daB die von ihnen in 
der 45°-Stellung durchgelassenen Lichtmengen sich verhalten wie 
m,:m,. Ein bestätigender Versuch war am G. nicht ausführbar. 


ITE 


Es ist bekannt, daB schon Kanalstrahlen Spaltflächen von 
Krystallen aufrauhen oder auch (unter Erhaltung der Politur) 
tiefer legen (abtragen), durch Translationsfähigkeit ausgezeichnete 
Krystalle scheinbar sogar durchdringen kônnen !)./Von den sehr viel 
energischeren «-Strahlen ist ähnliches beobachtet, und daher zu er- 
warten, daf sie, wenn sie, zwar in geringerer Intensität, aber ganze 
geologische Zeiträume hindurch ihr Bombardement fortsetzen, ihnen 
erreichbare Krystalle, und namentlich auch den eigenen Bau, zer- 
trümmern künnen. Da aber die Strahlang unregelmäbig ist, kein 


1) In Wirklichkeïit vielleicht nur Verschiebungen bewirken. 
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systematischer Abbau erfolgt, werden immer noch einige kry- 
stalline Reste in der ursprünglichen Ordnung zurückbleiben künnen. 
Sie brauchen sich optisch nicht mehr bemerkbar zu machen, wenn 
ihre Zahl im Verhältnis zur Zahl der krystallinen nur gering ist 
(bei der geringen Dicke der noch gut durchsichtigen Dünnschliffe 
von G. würde eine Erniedrigung der Doppelbrechung auf 1/10 dazu 
genügen, entsprechend einem Verhältnis krystalliner zu isotropen 
Teilchen wie 1:1000). Aber bei der Rekrystallisation durch Erhitzen 
werden diese fein verteilten Keime, alle parallel orientiert, die 
krystallographische Eïnheitlichkeit des wiedererstehenden Kry- 
stalls gewährleisten. Sehr grofe Ungleichheit des Grehalts an 
solchen Keimen, herrührend von benachbarten Schichten mit sehr 
ungleichem Gehalt an radioactiven Stoffen, wird für jene Anwachs- 
zonen charakteristisch sein, die während der Erhitzung sich vor- 
übergehend durch sehr ungleiche Stärke der Doppelbrechung aus- 
zeichnen. Der grüfiere Gehalt an ihnen in den Teilen nahe der 
Grenze zu nicht radioactiven Nachbarn und Einschlüssen, die von 
der a-Strahlung also nicht allseitig getroffen werden, erklärt deren 
Anisotropie schon bei der gewôhnlichen Temperatur und das raschere 
Anwachsen der Doppelbrechang in ihnen beim Erhitzen. 

Da die durch die &-Strahlung bewirkte Unordnung einem Über- 
gang der Teilchen aus einer Art dichtester Packung in eine we- 
niger dichte entspricht, ist zu erwarten, daf mit der Isotropi- 
sierung im Allgemeinen eine Abnahme der Dichte verbunden ist, 
aber ihr Betrag wird ebenso wie die Stärke der Doppelbrechung 
schwanken mit dem Verhältnis ungeordneter zu den geordneten 
Teilchen. Beides ist beobachtet; nicht nur am Gadolinit, sondern 
namentlich auch am Zirkon (und anderen) sind solche Dichte- 
schwankungen seit langer Zeit aufgefallen, und haben, da merk- 
liche chemische Unterschiede nicht festzustellen waren, früher zur 
Annahme mehrerer Modifikationen von Zr SiO: Veranlassung ge- 
geben. : 

Ein Beweis für die mit der Isotropisierung vor sich gehende 
Ausdehnung sind die zahllosen Sprünge, von denen die im Gestein 
eingewachsenen Zirkone und die sie umgebenden Minerale (z. B. 
in den pleochroitischen Hüfen) und ebenso manche Gadolinite bis 
zum Trüb-Werden durchsetzt sind. Nimmt man an, dal diesen 
Mineralen ein ähnlich grofer isothermischer cubischer Compressions- 
coeffizient wie z. B. Turmalin oder Topas zukommt, so ergibt sich, 
daB sie beim Isotrop-Werden einen Druck von ca. 50000 bezw. 
1 Million Atm. ausüben kônnten, wenn die sie umgebenden Gesteine 
vôllig unnachgiebig wären. Es ist zu erwarten, daB ein solcher 
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Druck, wenn er, wie wohl anzunehmen, die «-Strahlung noch nicht 
merklich beeinflufit, doch die Umwandlungsgeschwindigkeit ähnlich 
wie die Temperatur-Erhôhung beeinflussen kann. Ein Versuch 
ergab aber, daB bei einem Druck von 18700 Atm. und etwa 4002 
die Umwandlung noch ebenso wenig merklich ist wie bei 1 Atm. 
Druck und 400!°. 


a A 


Nach Vorstehendem ist der Zustand, in dem sich isotrop ge- 
wordener, aber noch rekrystallisierbarer Gadolinit befindet, formal 
einigermafen vergleichbar einer festen Dispersion, nämlich 
von ungeordneten Teïilchen in einem System einheitlich krystallin 
geordneter. Als solche Dispersionen und zwar von Wasser in 
einem System einheitlich krystallin geordneter Teïlchen kann man 
z. B. auch die Zeolithe auffassen, die zugleich dadurch ausgezeichnet 
sind, daf ïihr Wasser leicht beweglich und durch ganz andere, dem 
Krystall ursprünglich fremde Stoffe in wechselnden Mengen er- 
setzbar ist. In den Zeolithen bleibt aber das krystalline System 
dauernd bestehen und überwiegt in allen Fällen gegenüber dem 
isotropen und beweglichen Bestandteil, während beim Gadolinit 
die krystalline Phase oft nur noch in Spuren vorhanden ist. Zwar 
nicht vom Gadolinit, aber vom ganz ähnlich sich verhaltenden - 
Fergusonit liegen sogar Angaben vor, daf er auch, wie richtige 
Dispersionen, fremde Stoffe aufzunehmen vermag, ohne daB er 
seine Regenerierbarkeit verliert, nämlich H20 (bis 4°/o) (daneben 
auch wohl die sich anhäufenden Zerfallsprodukte He und Pb). In- 
dessen bestehen gegenüber den Zeolithen offensichtlich in anderen 
Hinsichten grofe Unterschiede. | 

Während eine Rôntgen-Untersuchung des isotropisierten 
Gadolinit nach der Methode von Laue oder der Bragg’s natürlich 
keinen Erfolg mehr versprach (derartige Untersuchungen sind in 
der Tat ergebnislos gewesen), schien es môglich, durch eine Debye- 
Aufnahme noch etwas über die Art seines Zustandes zu erfahren. 
Herr Dr. Küstner hatte die Güte solche Aufnahmen zu machen. 
Sie ergaben zunächst Gleichheit der Struktur für den ursprünglich 
krystallinen und den durch Erhitzen rekrystallisierten Gadolinit 
(beide stimmten in 7 Linien durchaus überein). Der isotropisierte, 
nicht erhitzte G. dagegen lieB keinerlei Interferenzstreifen mehr 
erkennen. Falls also die (ungeordneten) Teilchen seiner disper- 
gierten Phase überhaupt noch Krystallstruktur haben, müssen sie 


- 


SP en ur ca ee DE ASS à PRE ENS RE EN 
PRET Le Et HÉTET 5 RES ORPEE 
L SO M RER 


Über isotrop gewordene Krystalle. 117 


sehr klein (von nahezu atomaren Dimensionen) sein, da die Debye- 
Methode wenigstens bei colloiden Metallen und Silberhalogeniden 
und geglühter colloider SiO2 (Cristobalit) u. a. die krystalline 
Struktur ja noch deutlich erkennen lief. Von den kleinen Kry- 
stallkeimen im isotropen, aber noch regenerierbaren G. ist wegen 
ihrer geringen Menge jedenfalls auch kein Debye-Effekt mehr zu 
erwarten. 

Der Dichte-Unterschied zwischen krystallinem und isotropem 
Gr. ist von derselben GrôBenordnung wie zwischen krystallisiertem 
und glasigem Stoff gleicher Zusammensetzung ; ein Vergleich des 
isotropen Gadolinit mit seinem aus dem Schmelzflu8 durch schnelle 
Abküblung entstehenden Erstarrungsprodukt nach Dichte und 
Brechung ist leider nicht môglich, da letzteres zu blasig und zu 
trüb ist, auch Aggregate doppelbrechender Substanzen enthält. 
Hinsichtlich der spezifischen Wärmen unterscheiden sich nach den 
Bestimmungen von K. Schulz die isotrope und durch Erhitzen re- 
krystallisierte Phase nicht mehr voneinander als die ursprünglich 
krystalline Phase vor und nach der Erhitzung, die Unterschiede 
sind von derselben Grôfenordnung wie zwischen einigen kry- 
stallinen Silicaten einerseits und ïhren glasigen Erstarrungspro- 
dukten andererseits. Gegenüber den Gläsern bleibt ein Unterschied 
bestehen, nämlich die Schnelligkeit, mit der die Rekrystallisation 
erfolgt; aber diese wird zum guten Teil nur eine scheinbare sein. 
Sie wird zwar vielleicht durch die einheitliche Orientierung der 
Keïme und die dadurch bewirkte Verringerung der Grenzfläche 
zwischen krystalliner und isotroper Phase beschleunigt; aber da 
man annehmen darf, da die Keime sehr fein und überall in der 
isotropen Phase verteilt sind und alle gleichzeitig auf die Regene- 
rierungstemperatur kornmen, wird das Wachstum längs einer sehr 
grofen Oberfläche nahezu gleichzeitig einsetzen, sodaB die in der 
Zeiïteinheit gebildete Menge krystalliner Substanz auch bei kleiner 
Krystallisationssceschwindigkeit sehr gro8f werden kann. Es ist 
daher nicht zu verwundern, wenn die Rekrystallisation mit Hülfe 
der gleichzeitig beschleunigten Wärmeentwicklung und Temperatur- 
erh6hung schlieflich fast explosionsartig verläuft. 

Anzeichen einer Auflüsung des chemischen Verbandes liegen 
im isotropisierten Gadolinit zwar nicht vor, denn die verringerte 
chemische Widerstandsfähigkeit würde er mit allen dispersen 
Systemen teilen, aber ausgeschlossen erscheint sie nicht angesichts 
der starken Jonisation, welche die &-Strahlung allgemein hervorruft 
und da wird es vermutlich wesentlich von der herrschenden Tem- 
peratur abhängen, ob eine Rückbildung der Verbindung und ob sie 
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mit solcher Geschwindigkeit stattfindet, daf sie dem Zerfall das 
Gleichgewicht hält. 

Da die Krystalle angesichts der starken mechanischen Wir- 
kungen der «-Strahlen bei der Isotropisierung nicht zu Pulver 
zerfallen, künnte z.'T. daran liegen, daf die Trümmer des 
Krystallbaues noch iñ der Resonanz- und Anziehungssphäre der 
intakten Reste bleiben, z. T. auch daran, daf sie geologische Zeit- 
räume hindurch unter sehr starkem Druck gehalten und unter 
diesem auch wobhl vielfach erschüttert wurden; dadurch kônnte 
eine Art dichtester Packung erzielt werden, die zwar von der 
krystallinen grundverschieden sein kann, aber doch der Art, daf 
sie nicht ohne eine gewisse Zufuhr von Energie verlassen werden 
kann, also Form-Elastizität bat. Daneben sind aber wobl noch 
andere Cohaesionskräfte, etwa wie in den Gläsern, anzunehmen. 


V. 


Von den radioactiven Mineralen sind nur einige von allge- 


meiner Verbreitung in den (Gesteinen und diese verdienen als 


solche wegen der Eigenartigkeit ihrer Wirkungen alle Aufmerk- 
samkeit. Die Mehrzahl sind Seltenheiten, aber trotzdem schon 
durch die Art ihres Vorkommens von grofiem geologischen Interesse. 
Bei ihrer Durchmusterung fällt besonders auf, dafi sie zumeist 
(etwa 80 %, wenn man die jungen sekundären Umbildungsproducte 
aufer Acht läft) zugleich seltene Erden führen, ferner auch, daf 
Gesteine mit grôferen Mengen radioaktiver Minerale meist auch 
reich an seltenen Erden sind. Zur Erklärung kônnte man an- 
nehmen, daB letztere selbst Produkte radioaktiven Zerfalls sind, 
nicht von Ur oder Th, sondern von anderen, noch unbekannten 
radioaktiven Elementen, die z. T. gleichzeitig die Muttersubstanzen 
auch von Th und Ur sind, also von ,ausgestorbenen“ Elementen. 
Die seltenen Erden künnten aber auch durch starke «-Strahlung 
seitens bekannter oder unbekannter Elemente aus andern entstanden 
sein, die gleichzeitig Ur und Th lieferten und diese im selben 
Krystall begleiteten, weil sie mit ihnen isomorph waren, so wie 
H und He aus N bei den Rutherford’schen Vershchen. Beide An- 
nahmen würden die Paragenese von seltenen Erden mitéinander 
und mit Ur und Th verständlich machen, ebenso die Tatsache, 
daf die jungen Uranminerale ohne Begleitung seltener Erden 
erscheinen. 

Aus der Analogie ihrer Entstehung mit der der pleochroitischen 
Hôfe wird man für die isotropisierten Krystalle ein hohes geo- 
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logisches Alter vermuten dürfen; in der Tat sind in den ju- 
gendlichen Neubildungen der Uranminerale, ebenso wie in den 
künstlichen Uran- und Thoriumsalzen Isotropisierangen nicht be- 
kannt, ebenso nicht bei nachweïslich jungen Zirkonen und Orthiten, 
indessen ist darauf bisher selten geachtet. 

Hinsichtlich der Bildungstemperatur ist zu bedenken, 
da nach den Versuchen an künstlichen unterkühlten Schmelzen 
die Krystallisationsgeschwindigkeit mit abnehmender Unterkühlung 
stark ansteigt. Da nun die Zerstôrungsgeschwindigkeit darch 
a-Strahlung in der Natur jedenfalls sehr klein ist, werden die 
natürlichen Krystalle bei allen Temperaturen noch bestehen, bei 
welchen ibre Krystallisationsgeschwindigkeit noch einen merklichen 
Wert hat (vorausgesetzt, daf der durch die Jonisation etwa her- 
vorgerufene Zerfall ihrer chemischen Verbindung bei der berr- 
schenden Bestrahlungstemperatur mit geringerer Geschwindigkeit 
. erfolgt als deren Rückbildung). Daraus erklärt sich die Müg- 
lichkeit der Bildung der isotropisierbaren Krystalle bei der hohen 
Temperatur in ihren z.T. pyrogenen, z. T. pneumatolytischen Be- 
gleitern, ferner der jugendlichen Neubildungen von Uran-Mineralen 
bei wenig erhôhter, und der künstlichen Salze von Ur und Th bei 
z. T. gewôhnlicher Temperatur. 

Es sind also nicht alle radioaktiven Krystalle als solche der 
Selbestzerrüttung verfallen, wie andererseits nur jene noch regene- 
rierbar sind, die sich einen, wenn auch sehr geringen Rest kry- 
stalliner Keime bewahrt haben (im andern Fall entsteht, wie auch 
schon beobachtet, ein Aggregat). 

Die bisherigen Versuche haben zwar ergeben, ‘da$ die a-Strah- 
lung durch Drucke von einigen Zehntausenden von Atmosphären 
nicht merklich beeinfluft wird, da aber diese Drucke sehr klein 
sind gegenüber den im Erdinnern herrschenden, erscheint es nicht 
ausgeschlossen, daB die Reaktion nach welcher ein radioaktiver 
Stoff zerfällt, unter dem gewaltigen Druck des Erdinnern um- 
kehrbar wird. Diese Erwägung ist auch von geologischer Be- 
deutung. Nach dem für die Erdkruste ermittelten Gehalt an 
radioaktiven Stoffen würde ein ebenso groBer Gehalt des Erd- 
innern weit mehr Wärme entwickeln als der Verlust der Erde 
durch Ausstrablung beträgt. Man hat daher wohl angenommen, 
daB der Gehalt an radioaktiven Stoffen im Erdinnern erheblich 
geringer sei als in der Kruste, was aber deshalb nicht sehr wahr- 
scheinlich ist, weil die radioaktiven Elemente sehr schwer sind, 
und der Gehalt an solchen nach dem Erdinnern zunimmt. Dieser 
Widerspruch wird beseitigt, wenn man annimmt, daf die radio- 


aktiven Stoffe durch den poser Druck im Hrdtiiiers gewisser: 
mafen aufer Tätigkeit gesetzt werden, nicht mehr zerfallen. Die 
geringen Mengen radioaktiver Stoffe in der Erdkruste wären dann | 

nur Symptome der unbekannten Tiefe, wie denn Ramsay und 
Travers schon 1892 (vier Jahre vor Rutherford’s Zerfallstheorie) 
die Vermutung aussprachen, daf diese Minerale, welche seltene 


Elemente enthalten, einen Teil des Inneren unseres Flansten dar- 
stellen. 


Absolute Approximation und Dirichletsches Prinzip. 


Von 


Ch. H. Müntz (Gôttingen). 
Vorgelegt von C. Runge in der Sitzung vom 26. Mai 1922. 


1. Es selen 
*() (2); 8,(&), +, 8, (2); . n < ©, 


beschränkte und in den Punkten einer æ-Menge M — von nicht- 
verschwindendem endlichen Mae » — Lebesguesch integrierbare 
Funktionen; stetige Funktionen in endlichen Intervallen sind hierin 
natürlich eingeschlossen. Einfachheitshalber sei noch, was keine 
eigentliche Einschränkung bedeutet, # — 1 angenommen. 

à Eine bestmôgliche (Tschebyscheffsche) Approximation von 

| &, (x) durch ein lineares Aggregat der übrigen s,(x) ist erreicht, 

| wenn, abgesehen etwa von den Punkten einer Teilmenge Y, vom 
Mafe Null, der absolute Betrag des Fehlers von 


(2) Ar) = (2) ae (x) —::.— ave, (à) 
in JX niemals grôfier ausfällt, als ein nicht mehr unterbiet- 
‘ bares, also günstigstes &,. Der für endliches x triviale Fall 


8, — 0 sei dadurch ausgeschlossen, da alle gegebenen Funktionen 
als von einander linear unabhängig vorausgesetzt werden. 


2. Das Gleichungssystem: 


| < 2 Me rt E; [ D'ÉTM T) PEERQNET EE pS VERRE 
MOIS ie 

| [ IX de — = Minimum, 0 > 0, w > 0, 

10 ! its 


lit für jedes feste positive à einé einzige reelle Lôsung 


(4) X — Xj(x) : a. 


{ 

4 

" 

* Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichte, Math.-phys. Klasse. 1922. Hoft 2, 9 
k 
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eu , p positiv ganzzahlig, ist diese Lüsung alge- 


braisch bestimmbar. 
Mit fallendem Ô kann €; niemals wachsen; für 


HIT — 


(B) o — 0 

hat man 

(6) GUN 
Ex 


womit die genaue Fehlergrenze «, der besten absoluten Approxi- 
mation eindeutig bestimmt ist. 
Die Folge der in (2) enthaltenen Funktionen 


(7) 4; (x) Fes DurA x: 
D — =. p stets positiv ganzzahlig, unter X° den arithme- 
tischen Wert verstanden: 
@ 1 1 
rie sign X: Fate 


besitzt mindestens eine Teilfolge, die für p — co gegen eine 
Grenzfunktion Z,(x) konvergiert. 

Jedes solche Z,(x) stellt den Rest einer bestmôglichen absoluten 
Approximation von s,(x) durch die übrigen s,(x) dar; die Koeffi- 
zienten «, der letzteren sind durch dieses Verfahren mitbestimmt. 


3. Will man von vornherein 0 — 0 nehmen and demgemäf 
statt (3) das Variationsproblem 


Ne (t)de Es if Kerr (im LT 
Dis Dia 
(2) ; 

J. |Xjde = 0, = Minimum 

Dita 


voraussetzen, so stellt es sich heraus, da das für à = 0 (v. 0.) 
stets gültig bleibende Dirichletsche Prinzip in diesem Grenz- 
falle — von einer einzigen Ausnahme abgesehen — notwendig : 
hinfällig wird. 

Zwar ist die untere Grenze des letztgenannten Integrals | 
tatsächlich immer genau gleich 


(10) Co = ER 
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aber es existiert — wenn nicht jene Ausnahme vorliegt (v.u.) — 
kein X, für welches diese untere Grenze wirklicht erreicht wird. 
Nur wenn es eine Funktion gibt: 


(11) e(x) SK BE (&)+ 8,8) +:::+ 8,6, (2), B > 0, 
die in den Punkten einer Teilmenge M, = W,, vom Male », > 0, 
einzig die Werte +1 und —1 annimmt, kann es unter Umständen 


ein X geben, das (9) zur Lôsung bringt, und auferhalb 9, wird 
dieses X identisch verschwinden; ferner ist dann: 


1 
(12) =. 
4, Für n — co liegen die Verhältnisse anders. 


Zwar läft sich &, durch Übergang von endlichen *# aus auch 
hier explizit festlegen. Aber es kann ad 2 vorkommen, daf dann 
stets c; — co ausfällt, also keine Lôsung für d = 0 môglich ist, 
und trotzdem dabei 8, > 0 existiert; man kann dann für jedes 
e 6, lineare Approximationen von &«,(x) durch &,(x), &,(x), 
angeben, für die der Fehler in M—, absolut kleiner ausfällt 

- als & Und es kann ferner ad 3 vorkommen, da das. betreffende 
Variationsproblem (9) tatsächlich eine Lôüsung X besitzt, die nicht 
von der Existenz [(11)--(12)] einer Vorzeichenfunktion s(x) abhängt. 

Sobald aber zu einem festen 0, — 0, beim Übergang von end- 
lichen n aus, €; < co’ ausfällt, besitzt das Variationsproblem (3) 
auch hier (n — oo) für jedes positive d = 0, je eine einzige 
Lôsung. 


5. Die Beweise für die hier aufgestellten Sätze sollen an 
anderer Stelle gegeben werden. Die Art des Versagens des 
Dirichletschen Prinzips für die Problemklasse (9) sei indessen noch 
an einem. ganz einfachen Falle dargetan: das Resultat ist ge- 
schlossener als beim klassischen Beïispiel von WeierstraB, da 
dort durch das Verlangen nach restloser Stetigkeit die an sich 
vorhandenen (streckenweise konstanten) Lôüsungen gerade ausge- 
schlossen werden. 

Es môge die folgende Aufgabe vorliegen: 


1 1 
\ (13) [ xf (de = 1; Î [f(æ)] dx = Minimum. 
Que 0 
Die erste Bedingung zieht nach sich: 


1 1 
14 (= d dx, 
(14) = [ #1F@) r< [ | Cæ)l de 


9% 


mit Ausschluf des Gleichheitszeichens vor Fou Jetzten Integral; ; 
man braucht aber nur etwa | 


(15) f@) = +, p>0 

zu setzen, um - < SUD LATINE 
é 1 

16 (ARE RS dæ — Lies 3 

(18) [ro É Fée 


zu erhalten, also für grofe p beliebig he an die doch niemals 
zu erzwingende untere Grenze 1 heranzukommen. . 
Das Dirichletsche Prinzip ist hier demnach selbst im Bereds 
aller saummierbaren Funktionen (ont hat die Aufgabe aber 
auch keinen Sinn) unerfüllbar. PA env ET SERA D et 
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Die Struktur im Glaskôrper des Auges. 
Von 
Max Baurmann und Adolf Thiessen. 


Vorgelegt von R. Zsigmondy in der Sitzung am 30. Juni 1922. 


Infolge der Unmôglichkeit, vor dem Aufkommen ultramikro- 
skopischer Forschungsmethoden in den zellarmen Gewebsbestand- 
teilen des tierischen Organismus Strukturen aufzufinden und zu 
untersuchen, ist diesen oft eine geringere Beachtung geschenkt 
worden, als ihnen im Rahmen ihrer Bedeutung für die einzelnen 
Organe und den Gesamtorganismus in manchen FKällen wohl zu- 
kommt. In diesem Sinne erschien uns der Glaskôrper im Tierauge 
einer eingehenderen Untersuchung wert, da ja die Bedeutung dieses 
Organteiïles für die normalen optischen Funktionen des Auges und 
für die Erbaltung der normalen Tension nicht zu verkennen ist. 
Eine kurze Mitteilung der ersten Ergebnisse sei daher gestattet. 

Die Untersuchungen wurden angestellt an Rinderaugen durch- 
scbnittlich 3—6 Stunden nach der Schlachtung. Der Glaskôrper, 
der durch Âquatorialschnitt in toto aus dem Auge herauspräpariert 
wird, stellt sich dar als eine kristallklare Gallerte von grofer 
Elastizität und eigenartiger, fast knorpeliger Konsistenz. Unter 
Zugrundelegung der chemischen Analyse aus Bottazzis Chimica 
fisiologica (Vol. II pagina 293) schien uüns zunächst die Frage, 
wodurch überhaupt der Gallertzustand des Glaskôrpers bedingt 
sei, dringend einer Beantwortung bedürftig, da die chemische 
Analyse keinen Aufschluf darüber gibt. Nach Bottazzi beträgt 
der Grehalt an Eiweifisubstanz für den Glaskôrper 1,86 °/oo Protein- 
substanzen, gegenüber 1,22 °/oo Proteinsubstanz im Kammerwasser. 
Trotz des äuBerst geringen Unterschiedes im Eiweifigehalt finden 
wir den humor aqueus (Kammerwasser) durchaus flüssig, (nach 
Cavazzani Reiïbungskoeffizient 1,029—1,030), den Glaskôrper da- 
gegen als steife Gallerte. Bemerkenswert erscheint uns noch, daf 
wir den Eiweifigehalt des Glaskôrpers noch etwas niedriger fanden, 

als oben angegeben, nämlich durchschnittlich zu 0,92 °. Dieses 
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Resultat wurde gewonnen durch Ultrafiltration einer bestimmten 
Glaskôrpermenge mittels Membranfilter nach Zsigmondy und Bach- 
mann (Zsigmondy, Kolloidchemie 3. Auf. S. 46) und Bestimmung 
der Gewichtsdifferenz zwischen dem Trockenrückstand einerseits 
des unveränderten Glaskôürpers und andrerseits des Filtrates. 
Zahlreiche Untersuchungen des Glaskôrpers im Immersions- 
Ultramikroskop nach Zsigmondy bei 300—500facher Vergrôferung 
ergaben nun konstant eine ganz bestimmte, stets wiederkehrende 
Struktur. Diese stellt sich dar als ein unregelmäfiges Netzwerk 
feinster Fäden, die in zwei Dimensionen ultramikroskopische Mafe, 
in der dritten aber mikroskopische GrôBe aufweisen. Wir konnten 
in einem frischen Gel ïhre Länge zu etwa 30uw messen. Diese 
Zabl stellt aber nur einen Annäherungswert, vielleicht auch nur 
eine untere Grenze dar, da ja schon durch schräge Lage des ein- 
zelnen Fadens beim Übertritt in ein anderes Niveau des erleuch- 
teten Raumes ein Aufhôren des Fadens vorgetäuscht werden kann. 
Tatsächlich wurden zuweilen auch Vielfache dieses Wertes be- 
obachtet an Fäden, die durch den erleuchteten Raum in seiner 
ganzen Ausdehnung hindurchliefen. So ist vielleicht mit der 
Môglichkeit zu rechnen, daf im Glaskôrper ursprünglich lange 
Fäden sich durch dessen ganze Ausdehnung spannten, und daf die 
später beobachteten kurzen Fäden erst durch Zerstôrung der ur- 
sprünglichen Struktur beim Herauspräparieren des Glaskôrpers 
entstanden seien. Die Auszählung der Fäden im beleuchteten 
Raum bekannter Grüfen ergab, daB im Mittel durch je 9,8 u° ein 
Faden hindurchläuft. Bei fortschreitender Alterung wird das Gel 
trübe, es verliert seine auffallend steife Konsistenz und wird 
schleimig. Im Ultramikroskop stellt sich dieser Alterungsvorgang 
dar als ein kontinuierlicher Abbau der Fadenstruktur unter gleich- 
zeitigem Auftreten eines Amikronenkegels und einer zunehmenden 
Zahl von Einzelteilchen verschiedener GrôBe. Die Lichtstärke des 
Fadenwerkes nimmt dabei ständig ab. Bei diesem Vorgang zeigen 
sich noch folgende Einzelheiten: während im frischen Gel die Fäden 
durchaus ruhig liegen, gewinnt das Bild im alternden Gel eine 
eigentümliche Unruhe. Die Fäden beginnen zu flimmern, ein Ein- 
druck, der hervorgerufen wird durch eïnen/ äuferst schnellen 
Wechsel der Helligkeit an wechselnden Stellen desselben Fadens. 
‘Eine môgliche Erklärung, auf die uns Herr Professor Zsigmondy 
aufmerksam machte, wäre die, daf spiralige Fäden oder Lamellen 
in diesem Stadium ihre Ruhelage verlieren und etwa um ïihre 
Längsachse zu rotieren beginnen oder sich kontrahieren. Eine 
_ andére Erklärung wäre vielleicht darin zu suchen, daf in diesem 
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kritischen Zustande die Wechselwirkung zwischen der im frischen 
Gel die gestreckte Fadenform bedingenden Kraft der Oberflächen- 
spannung, die den Faden zur Kugelform umzugestalten sucht, zu 
einer wellenfürmigen Verdichtung und Verdünnang führt. Doch 
es sind auch noch andere Erklärungen durchaus denkbar, und 
eine Entscheidung darüber ist zur Zeit noch nicht môglich. Im 
weiteren Verlauf des Alterungsvorganges werden die Fäden kürzer, 
sie verlieren ihr homogenes Aussehen und erscheinen perlschnur- 
artig. Es zeigt somit unsere Beobachtung regelmäfig, daB die 
Erbaltung der auffallend harten Konsistenz des Glaskürpergels 
-an die Fadenstruktur gebunden ist, und daf mit deren Schwinden 
und Übergang in Submikronen und Amikronen von nicht charak- 
teristischer Form das Gel allmählich schleimig und flüssig wird. 
Weiïiter seien noch folgende Einzelbeobachtungen angeführt: 
. Schütteln des Glaskôrpers und Erwärmung bringt die Substanz 
in kurzer Zeit zur Verflüssigung unter Verlust der dem frischen 
Gel eigenen Fadenstruktur und gleichzeitigem Auftreten zabhl- 
reicher Submikronen, dagegen bleibt bei einer bis zum Schluf 
durchgeführten Ultrafiltration auf einem geeigneten Membranfilter 
ein Rückstand, der beim Anfeuchten wieder aufquillt und im 
Ultramikroskop Fadenstruktur zeigt. 

Weiterhin verspricht das Studium der Elektrolyteinflüsse auf 
das Tempo des Alterungsvorganges interessante Ergebnisse. Wir 
fanden beträchtliche Unterschiede, d.h. Beschleunigung wie Ver- 
zôgerung der Zustandsänderung bei Zusatz verschiedener Ionen 
in wechselnden Mengen. Zur Illustrierung seien einige Einzel- 
tatsachen bereits erwähnt. Rhodan- und Hydroxylionen, zugesetzt 
als t/10 n. Lôsungen, verzôgern das Auftreten von makroskopisch 
und ultramikroskopisch beobachtbaren Alterungserscheinungen. 
Insbesondere zeigte das mit Rhodan versetzte Gel nach 24 Stunden 
noch keine Ânderung, während nach 48 Stunden der Gelrest un- 
gefähr die doppelte Menge, aber wesentlich kürzere Fäden als ur- 
sprünglich aufwies. Diese Erscheinung wurde auch an einem nach 
kurzem Schütteln unverflüssigt gebliebenen Gelrest beobachtet. 
In diesen beiden Fällen war das Gel schwach trübe und schleimig. 
Im Gregensatz zu diesen Verzôgerungserscheinungen befôrderten 
Citrat- und Phosphationen den Alterungsvorgang. Weitere Unter- 
suchungen darüber, wie sich hierbei die Einordnung in die Hof- 
meisterschen Reihen gestaltet, sind im Gange. Erwähnt sei noch, 
daB die hier beschriebene Gelstruktur mit den von Kôppe an der 
Spaltlampe bei 108facher Vergrôferung gesehenen Strukturen 
(Gräfes Arch. f. Ophtalm. Band 96) nicht ohne Weïiteres identisch 


+ 
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sein kann, da sie in der GrüBenordnung ganz beträchtlich von 
dieser abweicht. PART EE 
Die weitere Bearbeitung des Glaskôürpers und die Auswertung 
der Befunde, sowobl in kolloidchemischer, als auch in medizinischer 
Hinsicht môchten wir uns für eine nächste ausfübrlichere Mit. 
._ teilung vorbehalten. ere FR 
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Über eine Analogie der Cauchy-Riemannschen 
Differentialgleichungen in drei Dimensionen. 


Von 
C. Runge. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 27. Oktober 1922. 


: $ 1. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 


Ou Ov 
Re ia 
ne 
Or OBe 


durch die man den Begriff der Funktion einer komplexen Ver- 
‘ änderlichen definiert, lassen sich bekanntlich durch die Strômung 
einer inkompressibeln wirbelfreien Flüssigkeit veranschaulichen, 
deren Geschwindigkeit 0!) die Komponenten w, —v, O hat und nur 
von x und y abhängt. Die beiden Gleichungen lauten dann in 
Vektorsprache 


VNTE= MONET 0) 


in Worten: Nabla mit b gleich O0 und Nabla an vb gleich Null. 
Das erste drückt die Inkompressibilität, das zweite die Wirbel- 
freiheit aus. Das erste ist eine skalare, das zweite eine Vektor- 
Gleichung. Aber da hier die dritte Komponente von ob Null ist 
und b von der dritten Koordinate unabhängig ist, so steht der 
Vektor V =< vb überall auf der Ebene der Strômung senkrecht und 
sein Verschwinden liefert daher nur eine skalare Gleichung. 
Will man die Cauchy-Riemannschen Differential-Gleichungen auf 
drei Dimensionen sinngemäf verallgemeinern, so sieht es zunächst 
so aus, als ob man gezwungen wäre, das Geschwindigkeitsfeld der 


1) Vektoren sind im Folgenden mit kleinen deutschen Buchstaben bezeichnet. 


o) (] () 
(14 n 14 (1 
2) V bedeutet den Operator ,Nabla ôx i+ àÿ ji + EE f Der Punkt ,. 


bedeutet das skalare, das Kreuz ,>x<“ das vektorielle Produkt. 


nl :2 
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dreidimensionalen Strôomung den Bedingungen 
V.bL=0 Vxb—0 


zu unterwerfen, d.h. auch hier eine inkompressible, wirbelfreie 
Strômung zu betrachten. Nach dem Stokesschen Satz 


fo.d = fuaëg)) 
ist dann die ,Zirkulation“ 
fo. 


um den Rand jedes beliebigen Flächenstücks Null oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, 
fo.& 


von einem festen Anfangspunkt aus auf irgend einem Wege bis 
zu einem veränderlichen Punkt integriert liefert uns eine skalare 
Funktion y, für die 


dy "9" dE 
ist. Das heïfit v ist der Gradient von y 
ee 
und o genügt wegen der Inkompressibilitätsbedingung der Gleichung 
App =", 


und damit laufen die Betrachtungen des Geschwindigkeitsfeldes 
auf die gewôhnliche Potentialtheorie hinaus. 

Es gibt aber noch eine andere ebenso natürliche und viel in- 
teressantere Verallgemeinerung, wenn wir dem Geschwindigkeits- 
feld die beiden Bedingungen 


V1: 0 ame 00 (ID == V0) 


auferlegen. Diese beiden Bedingungen sind ebensogut eine sinn- 
gemäfie Verallgemeinerung der Cauchy-Riemannschen Differential- 
gleichungen, in die sie für die zweidimensionale Strômung übergehn. 
Denn da hier, wie oben schon bemerkt wurde, m.v Nall sein muf, 
so ist der absolute Betrag von w <v gleich dem Produkt der 
absoluten Beträge von t und von t. Überall wo die Geschwindig- 
keit von Null verschieden ist, muf daher der Wirbel verschwinden, 


1) wist für den Wirbel V >xb geschrieben. dG ist eine ,PlangrôBe“ ein 
Element des Flächenstücks, über das integriert wird und besitzt eine positive und 
eine negative Seite. wWdG ist das Volumen, das dG beschreibt, wenn es um 
verschoben wird, positiv oder negativ gerechnet, je nachdem es nach seiner posi- 
tiven oder negativen Seite verschoben ist. 


e 


"AUS 
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und wir fallen damit auf die Cauchy-Riemannschen Differential- 
gleichungen 


V.t — O und V><Dp — 0 


zurück. 

Die neue Verallgemeinerung ist deshalb interessanter, weil 
sie nicht nur Potentialstromung zuläfit, sondern auch Wirbel. 
Allerdings verlangt sie von den Wirbellinien, daf 15 <b — 0 sei, 
d.h. daB die Richtung der Wirbellinie der Richtung der (Ge- 
-schwindigkeit gleich oder entgegengesetzt sei. Die Wirbellinien 
müssen daher mit Stromlinien zusammenfallen und jedes Wirbel- 
element mu in Richtung seiner eigenen Achse oder der entgegen- 
gesetzten Richtung der Stromlinie entlang fliefen. 

Es fragt sich aber zunächst, ob die Bedingungen mit den 
. Eulerschen Gleichungen einer inkompressibeln stationären Strômung 
vereinbar sind. Nun ist nach einer bekannten Vektorgleichung 


(Vs e.no-v(ft)? 


Unsere beiden Gleichungen lauten daher 
V.v — 0 

(v.V)uv = £V(v.v). 
Das ist nun nichts anderes als die Eulerschen Gleichungen 
für die stationäre Strômung einer inkompressibeln Flüssigkeit 
unter der Voraussetzung, daB die äuferen Kräfte, falls sie vor- 
handen, ein Potential haben und einer zweiten Voraussetzung, die 
sogleich formuliert werden wird. Denn wenn es eine skalare 


Funktion & gibt, so dafñ an irgend einer Stelle der Flüssigkeit 
die auf das Volumteilchen dr ausgeübte äufere Kraft gleich 


— VQ dr 


ist, so lauten die Eulerschen Gleichungen der stationären inkom- 
pressible Strômung bekanntlich: 


V.b— O0  o(v. Vi = — Vp— VA. 


Die linke Seite der zweiten Gleichung ist gleich gmal der Be- 
schleunigung der Flüssigkeit an der betrachteten Stelle. Durch 
skalare Multiplikation mit b und Integration nach der Zeit er- 


CHE û 
1) Unter d.V ist der Operator « dx +0 + 40 Se verstanden, wenn 
b = ui+vj +wf ist. 
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halten wir die bekannte Bernoullische Gleichung 


v.v 


9:95 = —p—&+cC, 


in der C längs einer Stromlinie seinen Wert nicht verändert. 
Unter der Voraussetzung nun, daf C auch von Stromlinie zu Strom- 
linie seinen Wert nicht ändert, wird 


+ V(.v) = —Vp—VR 


womit die Eulersche Gleichung nach Weghebung des Faktors o 


in die Form | 
(v.V)v = &V(v.v) 
übergeht. 
Die beiden Voraussetzungen, die wir für die stationäre Strü- 


mung der inkompressibeln Flüssigkeit machen, sind also erstens, | 


daB die auf die Flüssigkeitsteilchen wirkenden Kräfte ein Potential 
besitzen, zweitens daf in der Bernoullischen Gleichung 


v.b 
Fe 


= —p—-Q+C 


die Grüfe C auch auf den verschiedenen Stromlinien denselben 
Wert habe. Wenn wir uns z. B. die Atmosphäre über einer un- 
endlichen Ebene in einem konstanten Schwerefelde vorstellen und 
einen Kürper, der in einer gleichmäfigen horizontalen Luftstromung 
festgehalten wird, so treffen die Voraussetzungen zu. Denn in 
grüBerem horizontalem Abstand vom Kôrper haben sowohl b.b wie 
p +£ auf den verschiedenen Stromlinien dieselben Werte, da der 
Druck auf einem horizontalen Querschnitt von der Erdoberfläche 
aus sich nach oben um das Gewicht der Luftsäule vermindert, 
während das Kräftepotential nach oben um dieselbe Grôfe zu- 
nimmt. 

$ 2. Aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 
wird das Cauchysche Integraltheorem abgeleitet, indem man sie 


über ein Gebiet der komplexen Zahlenebene integriert und die : 


Integrale in Randintegrale verwandelt. Wir wollen hier analog 
verfahren und unsere Differentialgleichungen über einen Raumteil 
integrieren, durch den die Flüssigkeit strômt, und wollen die Raum- 


integrale in Integrale über die Begrenzung ‘des Raumteils Ne 


wandeln. 
Die erste Gleichung liefert dann das bekannte Gaufsche In- 
tegral [V.v& = — [r4G —= 0, LvdG') oder wenn man den Be- 


1) Die positive Seite von dG nach innen genommen. 
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griff der ,PlangrôBe“ vermeiden will (b.n)dow, wo unter n die 
nach innen gerichtete Normale, unter do der positive Flächeninhalt 
eines Begrenzungselements verstanden ist, bedeutet mit o multi- 
pliziert die in der Zeiteinheit durch das Begrenzungselement 
tretende Flüssigkeitsmenge positiv, wenn sie in den Raum hinein, 
negativ wenn sie heraustritt. Das Integral formuliert also die 
Selbstverständlichkeit, daf bei der stationären Strôomung einer in- 
kompressibeln Flüssigkeitsmenge die einstrômende Menge gleich 
der ausstrômenden ist. Das Integral über die zweite Gleichung 
iù <b — 0 zerlegen wir in zwei Teile entsprechend der Zerlegang 


(Vx<v)><v — (b.V)o—3 V(b.v) 
und erhalten 
fb.Vodr = -fr(baG) 
LfV(.v)dr = — 3 f(b.v)n do. 


* Im Ganzen ergibt das also analos dem Cauchyschen Integral die 
beiden Begrenzungsintegrale 


fodG = 0 und  fo(bdG)-1/(b.v)ndo = 0. 
Umschlieft eine Fläche ein Gebiet, durch das keine Strômung 
flieft oder in dem die Differentialgleichungen nicht erfüllt sind, so 
wollen wir sie um dieses Gebiet zusammenziehen, so da sie näher 
an das Gebiet herantritt. Dann kann man die erste Fläche mit 
der zweiten zusammen als die vollständige Begrenzung des da- 
zwischenliegenden Raumes betrachten, in dem wir unsere Diffe- 
rentialgleichung erfüllt ansehn. Bei der Integration über die ganze 
Begrenzung sind aber für die zweite Fläche die positive Seite von 
dG und die Richtung von n entgegengesetzt zu nehmen, als wie 
sie bei der Zusammenziehung der ersten Fläche aus den ent- 
. sprechenden Gebilden hervorgehn. Nimmt man sie dagegen ebenso . 
gerichtet wie sie hervorgehn, so nimmt das Verschwinden der Be- 
grenzungsintegrale die Form an, daf jeder der beiden Integral- 
ausdrücke 


JodG und  /vb4G)—1/(0.v)nd0 


sich nicht ändert, wenn man die Fläche über die es erstreckt ist, 
um das betrachtete (ebiet zusammenzieht. Diese Werte, von 
denen der erste eine skalare Grüfe der zweite ein Vektor ist, 
sind das Analogon des Cauchyschen Residuums und haben eine 
einfache mechanische Bedeutung. 


efraG 


bedeutet, wenn positiv, die Flüssigkeitsmenge, die in der Zeiteinheit 
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in das betrachtete Gebiet mehr ein als austritt, wenn negativ, die 

Menge die mehr aus als eintritt. Denn dieses Grebiet brauchen 

wir nicht voll Flüssigkeit anzunehmen und haben daher zuzulassen, 

daB Flüssigkeit mehr hinein oder mehr herausstrômt. Der Vektor 
e/v(baG) 

bedeutet die Differenz zwischen dem in der Zeiteinheit in das 

Innere der Fläche tretenden Impulse vermindert um den aus- 


tretenden Impuls und mer Ce vindo ist, wenn keine äuferen 


Kräfte vorhanden sind, die Druckresultante, mit der die auferhalb 
der Fläche gelegene Flüssigkeit auf die Fläche drückt. Wenn 
äufere Kräfte vorhanden sind, so tritt p+@ an die Stelle von 
». Auñer der Druckresultante L pudæo haben wir dann noch 
p Qudo — — [ve ndr d.i. die Resultante der äuBeren Kräfte, 
wenn wir uns das ganze Innere der Fläche mit Flüssigkeit erfüllt 
denken. Bei ruhender Flüssigkeit würden diese beiden Kräfte 
sich das Gleichgewicht halten. 

Betrachten wir z.B. den Fall eines festen Kürpers, der in 
einer Strômung festgehalten wird, die in hinreichender Entfernung 
von ihm gleichmäfig wird. Wir ziehen nun die Fläche so dicht 
um den Kôrper herum, daf die an ihm entlang laufenden Strom- 
linien in der Fläche liegen. Für diese Fläche ist dann dd4G 
überall Null, weil vb dem d4G parallel ist. Das Residuum wird 
also gleich der Druckresultante vermehrt um die Resultante der 
äuferen Kräfte, die nach dem Kräftepotential auf den von dem 
Kürper eingenommenen Raum wirken würden, wenn er mit Flüssig- 
keit erfüllt wäre. Diesen beiden Kräften mu diejenige Kraft das 
Gleichgewicht halten, die den Kôürper zwingt gegen die Strômung 
an seiner Stelle zu bleiben. 

Wir haben also das nachfolgende Theorem: Das Integral 

food) — 1 /f(.v)nd0 
erstreckt über eine den Kürper einschliefende Fläche (wo n die innere 
Normale ist und b4G = (b.n)do positiv oder negativ ist, je nachdem 
v hinein oder hinausführt, stellt die Kraft dar, mit der die Flüssig- 
keit auf den Kürper wirkt. / 

$ 3 Wenn auBer den äuBeren Kräften, die das Potential & 
besitzen, noch eine Kraft fdr auf das Volumteilchen dr wirkt, 
von der wir annehmen wollen, daB sie auf v senkrecht steht, so 
lauten die Eulerschen Gleichungen der stationären inkompressibeln 
Strômung : 

V:v=:0 und ob. V)v = —V(p+@)+f. 


Über eine Analogie der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen etc. 135 


Skalar mit ob multipliziert und längs einer Stromlinie zeitlich in- 
tegriert ergibt das also wegen t.f — 0 genau wie oben die Ber- 
noullische Gleichung 

5 dv — —p—-QR+C, 
wobei wir wieder die Voraussetzung machen, da © nicht nur 
längs einer Stromlinie, sondern auch auf den verschiedenen Strom- 
linien denselben Wert habe. Dann ist also 


& V(.v) = —V(p+@) 
und damit läft sich der Eulerschen Gleichung die Gestalt geben: 
o(b.Vo—<V(b.b) — 1 


oder, was dasselbe ist 
DID) = t, 


Der Umstand, da f auf v senkrecht steht, läft sich auch so 
aussprechen, daf f bei seiner Wirkung auf ein Flüssigkeitsteilchen 
keine Arbeit leistet. Das ist der Grund, warum f in der Ber- 
noullischen Energiegleichung nicht erscheint. 

An Stelle der früheren beiden Bedingungen 


V.v und W>x<v = 0 
treten jetzt 


V.v und o(m <v) = f. 


Überall, wo ft verschwindet, haben wir die oben betrachtete 
Strômung, bei der die vorkommenden Wirbellinien mit Stromlinien 
zusammenfallen. In der neuen Strômung dagegen sind auch Wirbel 
zugelassen, deren Achse nicht parallel b ist. Die stationäre Strü- 
mung aber erfordert dann, da dort eine Kraft op (tv >< b) auftritt. 
Hätte sie nicht diesen Wert, so kônnte die Strômung nicht stationär 
sein, sondern b müfte sich dort mit der Zeit ändern. 

Durch diese neuen Bedingungen 

V:0. und /MmM<b—.f 


umfaft man nun, wie L. Prandtl gezeigt hat’), die von ihm an- 
gegebenen Vorstellungen der modernen Hydrodynamik, wonach die 
Flüssigkeit an der Oberfläche eines umstrômten Kôrpers haftet, 
und in einer sehr dünnen ,Übergangsschicht‘ die Geschwindigkeit 
von Null zu den Werten des Geschwindigkeitsfeldes ansteigt, das 


1) L. Prandtl, Tragflügeltheorie. Gôttinger Nachrichten. 1918. S. 460. 
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den Gleichungen 


V:b = 0 und wW>x<v = 0 
genügt. 

In der bonds nämlich liegt über dem Oberflächen- 
element do des Kôürpers, da die Geschwindigkeit von 0 bis v an- 
steigt, der Wirbel 

Whdo = (n >< v)do 
(h Dicke der Übergangsschicht, n Normale von der Länge 1 ins 
Innere der Flüssigkeit, 1w ist das Mittel der Wirbeldichte des 


Säulchens über do, also mWh — É ww dh). Seine Wirbelachse steht 


senkrecht auf der dc und verlangt deshalb eine 
äuBere Kraft. Um sie zu berechnen müssen wir das Differential 
des Wirbels nach der Hühe 

wdhdo = (n >< dv) do 
mit gb vektoriell multiplizieren und von 0 bis b integrieren 


dog f (n >< dv) <v = — dogfv.dvn 
do 
ee ( 


XL K<L = = Ce Gr 


Das ist, wie wir oben gesehen haben, das Entgegengesetzte der 
Kraft mit der die den Gesetzen 
VU 0 We 0 e 
folgende Strômung auf das äuBere Oberflächenelement der Über- 
gangsschicht drückt, so daB die an den Elementen der Übergangs- 
schicht anzubringenden Kräfte zusammen der Kraft das Gleich- 
gewicht halten, mit der die Strômung auf den Kôrper wirkt. 
Diese kann man daher auch durch Integration über die Übergangs- 
schicht in der Form erhalten: 
— of far = — ef (D >< o) dr one 7) 

L. Prandtl nennt die Wirbel der Übergangsschicht ,gebundene 
Wirbel*, weil sie im Gegensatz zu den ,freien Wirbeln“ nicht 
mit der Stromung entlang schwimmen. Der Satz von Helmholtz, 
daf ein Wirbelfaden mit den Flüssigkeitsteilchen schwimmt, aus 
denen er besteht, gilt für die gebundenen Wirbél nicht ; dr die 
Voraussetzung eines Kräftepotentials der äuferen Kräfte auf der 
der Helmholtzsche Satz beruht, ist hier nicht erfüllt. 

Das Cauchysche ,Residuum“ liefert uns also in seiner Ver- 
allgemeinerung auf drei Dimensionen bei einem Flagzeuge die Re- 
sultante von Auftrieb und Widerstand. 


Über die Nullstellen der Polynome einer Folge, 
die in einem einfach zusammenhängenden Gebiete 
gleichmässig konvergiert. 


Von 
Gabriel Szegô in Berlin. 


Vorgelegt von E. Landau in der Sitzung vom 27. Januar 1922. 


Man verdankt R. Jentzsch das folgende interessante Theo- 
rem: Æs sei 
f(&) S (PE où 4 PE on md 0 LT nd 
eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius 1. Jeder Punkt des 
Einheitskreises |x| — 1 ist dann Hüufungspunit der Nullstellen der 
Abschnitte 
a +ax+..+a" (nn = 0,.1,2,...)®. 

In der vorliegenden Arbeit beweise ich einen Satz, der eme 
Verallgemeinerung dieses Satzes darstellt. Hierbei bediene ich 
mich einer Methode, die von der Jentzschschen (Anwendung 
des Vitalischen Satzes) verschieden ist, die jedoch ebenso ein- 
fach wie jene (auch in dem vorliegenden allgemeinen Falle) zum 
Ziele führt. 

Um die Resultate bequem formulieren zu kônnen, führe ich 
eine abkürzende Bezeichnung ein. Es sei C eine Jordansche 
Kurve in der komplexen x-Ebene. Wir bilden das Aufengebiet 
von C konform und schlicht auf das Âufere eines Kreises um den 
Nullpunkt der z-Ebene ab derart, daB der unendlich ferne Punkt 
in sich übergeht und die Abbildungsfunktion in der Umgebung 
des unendlich fernen Punktes eine Entwicklung von der Form 


€ 
Fe ——— ++ tete 


zuläft. Der Radius y dieses Kreises ist durch C eindeutig be- 


1) Untersuchungen zur Theorie der Folgen analytischer Funktionen [Inau- 
guraldissertation, Berlin (1914), 39 S.], S. 13—17; [abgedruckt in Acta Mathe- 
matica, Bd. XLI (1918), S. 219—251], S. 226—230. 

Kgi. Ges. d. Wies. Nachrichte. Math-phys. Klasse. 1922. Heft 2. 10 
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stimmt. Wir bezeichnen y als die Abbildungskonstante von C. 
Sie ändert sich bekanntlich stetig mit C; ist ferner C’ eine andere 
Jordansche Kurve, die ganz im Innern von C liegt, dann ist 
ihre Abbildungskonstante y = y. 

Die Hauptergebnisse lassen sich nun folgendermafen zusammen- 
fassen : 

Es seien für eine unendliche Folge von Indizes 


MEN Le EN, Le. 
die. Polynome 


P, (x) Sn QU + QT æ + ee + a a" , (as 0? n—=N,; v'= 1,2,3,...) 
definiert®) und die Polynomfolge 
P, (&) (m—n#,; v = 1,2,8,...) 


sei gleichmäflig konvergent in jedem abgeschlossenen Bereiche, der ganz 
im Innern einer Kurve C liegt. Von C machen wir die Voraussetzung, 
daff sie aus einer endlichen Anzahl von analytischen Kurvenstiücken 
bestehe*). Es sei y die Abbildungskonstante von C. Es soll endlich 
die (im Innern von © notwendig reguläre) analytische Funktion 
lim Pa) =" (©) 
n —= COQ 
nicht identisch verschwinden. Dann lautet : 
Satz I: 
(1) dim sup [aj" <-L 
n—= 00 #0 
Satz Il: Gilé in (1) das Gleichheitszeichen, dann ist jeder Punkt 
der Kurve © Häufungspuntt der Nulistellen der Polynome P, (x). 
Satz I ist weniger tiefliegend, als Satz II und kann leicht 
mit Hilfe des Schwarzschen Lemma bewiesen werden“) Wir 
wollen hier jedoch einen Weg einschlagen, der gleichzeitig auch 
zu Satz IT fübrt. Letzterer enthält offenbar den Jentzschschen 
Satz als Spezialfall. Man sieht übrigens leicht ein, daf Satz IL 


2) Sämtliche Grenzübergänge sind im folgenden unter Zugrundelegung einer 
solchen Indexfolge gemeint. 

3) Diese Voraussetzung kann durch erheblich allgemeinere ersetzt werden. 

4) Hat C,, y, (x) und y, dieselbe Bedeutung, wie in $ 2, dann ist P, (x) [p,(x)]"* 
regulär aufBerhalb von C,, gleich a{° für &æ — oo und absolut kleiner als My:” 


#t 
auf C;, wobei M eine feste Zahl ist. Daraus folgt lim sup [af[" =y;', d. h. 


ss — 00 
y — Vel. G Faber, Über Potentialtheorie und konforme Abbildung 
[Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen Klasse der Bayerischen Aka- 
demie der Wissenschaften 1920, S. 49—64], S. 55. 
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sich nicht umkehren läBt. Man setze nämlich 
1+x+tat+..+La = t,(x), 


dann konvergiert die Polynomfolge 


P,(&) = AOTAES Pa ds 


gleichmäBig für [x] Zr<1 gegen (a — &) (1 — 5) &O, ferner 


ist jeder Puankt |x| — 1 Häufungspunkt der Nullstellen von P,,(x) 
und doch hat man 
GP = ge AR Ememplaf = = 1 

Ich bemerke noch, daB die Methode, die ich im folgenden be- 
nütze, auch andere Eigenschaften der Menge der Nullstellen von 
P,(x) herzuleiten gestattet. Auf diese Weise lassen sich nicht 
nur fast sämtliche Resultate von Jentzsch wiedergewinnen, 
sondern darüber hinaus andere interessante Sätze über die Null- 
stellen der Abschnitte einer Potenzreihe erhalten. Auf diese und 
andere, mit den erwähnten Sätzen zusammenhängende Einzelheiten 
gedenke ich an einer anderen Stelle näher einzugehen °). 

In $ 1 werden eïinige Vorbemerkungen vorausgeschickt, ins- 
besondere eine Limesgleichung hergeleitet, woraus man in $$ 2—3 
die Sätze I bzw. IT ohne Schwierigkeit folgern kann. 


st 
Vorbemerkungen. 


Wir kônnen ohne Beschränkung der Allgemeinheit voraus- 
setzen, da8 z — 0 im Innern von C liegt und f(0) + 0 ist. (Sonst 
betrachte man die Folge P,(x+£Ë), wobei £ in C liegt und f(E) + 0 
ist; a und y ändern sich hierbei nicht.) 

Es sei M die Menge der Nullstellen æ,,, 2,,, ..., 4, von P,(x) 
für n—n, (v = 1,2,3,...). Bekanntlich gehôrt zu M' im Innern 
von C ein Punkt à dann und nur dann, wenn f(a) — 0 ist. Ist 
ferner & eine p-fache Nullstelle von f(x), so liegen in einer hin- 
reichend kleinen Umgebung von a für genügend groBe n genau p 


5) Ich môchte hier auf die inzwischen erschienene (vom Juni 1922 datierte) 
Arbeit des Herrn A. Ostrowski [Über vollständige Gebiete gleichmäüBiger Kon- 
vergenz von Folgen analytischer Funktionen; Abhandlungen aus dem mathemati- 
schen Seminar der hamburgischen Universität, Bd. I (1922), S. 327-—350] hinweisen, 
die manche Berührungspunkte mit der vorliegenden Notiz aufweist. 


10* 
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Nullstellen von f(x)‘. Da f(0) + 0 ist, hat man also für ge- 
nügend grofe x 
(2) le (RER) 
wobei c eine feste positive Zahl ist. 

Sei nun C, irgend eine Jordansche Kurve, die ganz im 
Innern von C liegt, auf die ferner keine Nullstelle von f(x) fällt. 


(Fig.) Es sei À die Anzahl der Nullstellen von f(x) in C,. Wegen 
der gleichmäfigen Konvergenz der Folge P,(x) gilt auf C, gleich- 


mäfig 
1 1 1 \ _fG@ 
A ARE à PRE Er À 


Bezeichnet also F(x) eine beliebige, auBerhalb von ©, (mit Ein- 
schluf des unendlich fernen Punktes) reguläre, auf C, stetige 
analytische Funktion, dann ist nach dem Satz von Cauchy 


n—©ot1—1 2xi f(x) 


wobei das Zeichen 5” andeutet, da bei der Summation sämtliche 
F(x;,), für welche x, in C, liegt (deren Anzahl für genügend 
grofe x genau gleich X ist), weggelassen werden müssen. Die 
Integration rechterhand ist in negativem Sinne zu nehmen. 
Diese Gleichung (F) bildet die Grundlage unserer Beweise. 


(F) Im a Feu) = nF(0)| = L Fa) LE) 9 
c 


$ 2: 
Beweis von Satz I. 


Es sei z — (x) die Funktion, die eine schlichte Abbildang 
des Aufengebietes von C, auf das Gebiet [| 7, vermittelt, die 
sich ferner im unendlich fernen Punkte wie z+ eine reguläre 
Funktion verhält. Bekanntlich ist dann w,(x) stetig auf C, und 
man hat |,(x)| = y, auBerhalb und auf C. Wird C, genügend 
nahe an C gewählt, dann unterscheidet sich die Abbildungs- 
konstante y, der Kurve C, beliebig wenig von y 

Ich sétze nun in (F) ] ; 


F(&) = log ae 
mit der Festsetzung F(oc) = 0. F(x) erfüllt dann die obigen 


6) A. Hurwitz, Über die Nullstellen der Besselschen Le [Mathe- 
matische Annalen, Bd. XXXIII (1889), S. 246—266], S. 249. 


Fe Bodingungen so daf 


ee PE | 2xi TL f(&) 


Daraus folgt mit Botte einer üblichen Bezeichnungsweise 


lim S" log 2%. Eu = f log -- p,(@). f'(x) dx. 
CG 


2" (lo lp] — log za) = 0(1) 


Man hat : mit Rücksicht auf (2) 


ñ | a | 


Gt. 2 log {| SEE e log |x,,| + O0 (1) TE log Es ©  +0(1) 
— Iog a” + O(1) 


ferner ist für genügend grofe #- 


' 
2° log (e (a) > (n — 7) log 


also 
log |aÿ| < H—n1log y,, 


wobei H eine von # unabhängige Konstante bezeichnet. D. h. 


Bret 
Him sup ja” |" = —. 
ñ —= OO 1 


Da y, durch passende Wahl von C, beliebig nahe an y gebracht 


werden kann, folgt hieraus 


Tim sup law <2, w. Z. b. w. 
e n —= CO s2 ; 
$ 3. 


Beweis von Satz II. 


Um Satz II zu beweisen, genügt es folgendes zu zeigen: Gibt 
es auf C einen Punkt P mit einer hinreichend kleinen Umgebung, 


wo keine Nullstellen der Pol ynome P,(x) liegen, dann ist 


Tim Ee ja" < 


Wir künnen über die Kurve C in der ot von P fol- 


gende Voraussetzungen machen : 


. de Nullstellen de Foie einer Folge n usw. 141 


NA AITE 


142, Gabriel Szegô, 


a) C ist analytisch in der Umgebung von P;. 

b) an der in P nach Innen gerichteten Normale von C (Fig.) 
gibt es einen Punkt O von der Beschañffenheit, daB der Kreis um 
RNAIRE O mit dem Radius OP ganz in C 
Pa É liegt und aufer P keine weiteren 

Punkte mit C gemeinsam hat; 
c) es gibt einen Kreis À um 
O, dessen Radius grôfer als OP, 
| jedoch so klein ist, daf folgende 


| Bedingungen erfüllt sind: 
AR c,) ÆX schneidet aus C ein 
Stück APP heraus, wobei À 


und B auf C an der entgegen- 


gesetzten Seite von P liegen; 
c,) in À liegen keine Nuilstellen von P,(x) (n — n,,n,,n,,...); 
c,) das Spiegelbild von A PB inbezug auf denjenigen Kreis- 
bogen AkB von K, der aus C herausragt, liegt (abgesehen von 
den Punkten À und B) ganz auferhalb von C. 

Wir bezeichnen mit C* die Kurve, die den Bereich, der aus 
der Vereinigang des Innern von C und X entsteht, begrenzt. 
Ihre Abbildungskonstante »* ist sicherlich grôfer als y. 

Wir betrachten nun (ähnlich wie in $$ 1—2) eine Jordansche 
Kurve C; mit folgenden Eigenschaften : 

a) sie liegt im Innern von C; 

6) sie enthält den Punkt O im Innern; 

y) der Kreis À schneidet aus ihr ein Stück 4, P, B, heraus, 
dessen Spiegelbild inbezug auf 4,%B, (abgesehen von À, und B\) 
ganz auBerhalb von C, liegt; 

ô) auf C, liegt keine Nullstelle von f(x). 

Es sei C* die Kurve, die aus C, und X auf ähnliche Weise 
hervorgeht, wie C* aus C und X. Es sei z — g*(x) die analog 
wie früher normierte Abbildungsfunktion, die das Aufengebiet 
von CY schlicht auf |2[Z y* abbildet. Die Abbildungskonstante 
7i von C* läft sich beliebig nahe an ?* bringen, indem C, ge- 
nügend nahe an C gewählt wird. ] 

Bevor wir die Gleichung (F) wieder anwenden, stellen wir 
zunächst fest, daf die Fanktion g(x) nicht nur auBerhalb von 
CŸ, sondern sogar auferhalb von C, (mit Ausschluf des un- 
endlich fernen Punktes) regulär, auf C, stetig und überall hier 
von O verschieden ist. Dies ist eine unmittelbare Folge des 
Schwarzschen Spiegelungsprinzips. In der Tat geht nach f) 
und y) der Bereich A, P,B,KkA, durch Spiegelung in bezug auf 


ÿ > Se 
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A,kB, in einen ganz auBerhalb von C* gelegenen Bereich 
À, P!B,kA, über, wo p*(x) regulär und absolut nicht kleiner als 
vf ist. Auf À,%B, selbst nimmt sie ferner Werte an, die ihrer- 
seits auf dem Kreis [2] — »* liegen. Sie ist somit regulär in 
A, P,B,kA, (mit Ausnahme des Stückes 4, P B,, wo sie stetig 
ist) und die Werte, die sie hier annimmt, gehen aus den in 
A, P!B,kA, angenommenen durch Spiegelung in bezug auf || = y* 
hervor. Daraus ist die Behauptung klar ?). 
Es sei nun in (F) 


F(a) = log FE) 


mit der Festsetzung F(oo) — 0. Dann ergibt sich genau so, wie 
in $ 2 die Ungleichung 


To cap lee 


* 


n —= OO 1 
d. h. 
; on Fr 1 1 
lim saplan|" == <—, w. Z. b. w. 
h —= 00 ? 1 


7) Vgl. C. Carathéodory, Elementarer Beweis für den Fundamentalsatz 
der konformen Abbildungen [Mathematische Abhandlungen zum fünfzigjährigen 
Doktorjubiläum von Hermann Amandus Schwarz, 1914, S.19—41], S. 32—56. 


Über ein konvergenzerzeugendes Prinzip 
in der Variationsrechnung. 


Von 
R. Courant (Gôttingen). 


Vorgelesgt von C. Runge in der Sitzung vom 23. Februar 1923. 


Wenn man die Lüsung w einer Randwertaufgabe für eine 
Differentialgleichung dadurch zu erhalten sucht, daB man « als 
Lôüsung eines Variationsproblemes auffaft und dieses Problem direkt 
in Angriff nimmt, so geht man folgendermafen vor: Es sei D[y] 
das Integral, dessen Minimum gesucht werden soll und d seine 
untere Grenze für alle zulässigen Vergleichsfunktionen g. Dan 
bildet man irgend eine ,Minimalfolge“ w,, p,, w,,... von solchen 
Funktionen, für welche lim D{y,] = d gilt. Aus dieser Minimal- 


n — CO 
folge ist nun durch Grenzübergang die gesuchte Lôsung w zu kon- 


struieren. Die eigentümliche Schwierigkeit dieses Verfahrens be- 
steht darin, daf aufer im Falle einer einzigen unabhängigen Va- 
riabeln und des Fehlens hüherer als erster Ableitungen unter dem 
Integralzeichen, wo der Osgoodsche Satz besteht, die Minimalfolge 
keineswegs allgemein mit wachsendem »* gegen eine Grenzfunktion 
u konvergieren wird und daB erst recht eine Konvergenz nicht 
für die Ableitungen zu erwarten ist. Sowohl bei der Fübrung 
von Existenzbeweisen nach dem Muster des Dirichletschen Prinzipes 
als auch bei der theoretischen Untersuchung der numerischen Zu- 
verlässigkeit des sogenannten Ritzschen Verfahrens liegt hier 
der Kernpunkt des Problemes. 

Man kann nun die gekennzeichnete Schwierigkeit in einfacher 
Weiïise überwinden, indem man von der Bemerkung ausgeht, daf 
die Funktionen der Minimalfolge und ihre Ableitungen umso glatter 
verlaufen müssen, je hôhere Ableitungen in geeigneter Weise unter 
dem Integrale D[yp] auftreten. Wir bringen demgemä8 künstlich 
in das Variationsproblem hühere Ableitungen hinein in einer Form, 
welche auf die endgültige Gestalt der Lüsung keinen Einflu8 haben 
kann. Ist etwa Lo — O die Eulersche Differentialgleichung des 


_R. Courant, Über ein konvergenzerzeugendes Prinzip usw. 145 


Variationsproblemes, so füge man unter dem Integrale additiv den 
Ausdruck (Lo) sowie eine beliebige Anzahl ähnlicher Ausdrücke 
hinzu, die man erhält, indem man vorher Lœ nach einer oder 
mehreren der auftretenden Variabeln einmal oder mehrmals diffe- 
renziert. Will man die Konvergenz der , und aller Ableitungen 
erzwingen, so wird man unendlich viele solcher additiven Quadrate 
unter dem Integral hinzufügen. 

Durch ein solches Verfahren, welches vieler Anwendungen 
fähig scheint und nicht auf lineare Differentialgleichungen be- 
schränkt ist, sichert man die Konvergenz der numerischen Rech- 
nung und erhält ein Hilfsmittel zur Durchführung der Existenz- 
beweise für die Lüsung. 

Zur Erläuterung behandeln wir die Randwertaufgabe der 
Potentialtheorie für einen Bereich G der xy-Ebene. Die vor- 
gegebenen Randwerte mügen identisch sein mit den Werten, die 
ein Polynom p(x, y) auf dem Rande annimmt. Der Rand von & 
môge abgesehen von endlich vielen Ecken eine sich stetig drehende 
Tangente besitzen. Wir betrachten das Integral 


() Dfo] = [ pi+p+(4g) +49.) +(4p,) +(4p..) +) dx dy, 
G 


wobei rechts über alle in Frage kommenden Ableitungen!) zu 
summieren ist, und fordern, das Integral D[g] zum Minimum zu 
machen, wenn zum Vergleiche alle in G mit ihren Ableitungen 
stetigen Funktionen q zugelassen werden, welche die vorge- 
schriebenen Randwerte besitzen. Das Problem hat einen Sinn, 
da o = p(x, y) alle Bedingungen erfüllt und einen endlichen Wert 
von D{p] liefert. Indem wir zur Abkürzung 


(@) Dfy,v] = fflmntot+apavt+apav,+) day 
G 


setzen, kônnen wir die Minimaleigenschaft einer Minimalfolge 
Pi» Pos Ps» --. durch die Relation È 
G) im Dgs, él = 0 

n —> CO 
ausdrücken, wobei die Funktionen 6, mit ihren Ableitungen stetig 
sein, am Rande verschwinden und ein beschränktes Integral D[£,] 
besitzen sollen, sonst aber willkürlich gewählt sein kônnen. Wir 


1) Die folgenden Konvergenzbetrachtungen gelten, gleichviel ob in D[p| 
endlich oder unendlich viele Ableitungen auftreten. Wir führen den Beweis, 
indem wir das Auftreten aller Ableitungen voraussetzen. 
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erhalten diese Bedingungsgleichung leicht mit Hilfe der Identität 
(4) Dip+w] = Dfp]+2D[p,v]+Dfyl, 


indem wir q = p,, » — ef, setzen und beachten, daf für beliebige 
Werte des Parameters s der Ausdruck D{p,+#6,] nicht kleiner 
als d sein kann. Insbesondere ist daher auch!) 
lim D [Pa Pm — Pal = 0, 
ñn — OO 
und 


lim D\p,; Pie Pr] FR 0, 


IN —> OO 
woraus durch Subtraktion 


lim D [g, + Pm} FF 0 
n — CO 
1 —> OO 


folgt. Diese Gleichung hat die sämtlichen Relationen 
(da) lim ff (Cp — Pa) + ((g Gr Pn)y)" | dæ dy TR 0, 


n — CO 
M —> CAO 


# 


(5b) lim f [(4(,-p.) dray = 0, 
n — CO 
In —> CO 


(5e) lim f . (A (ga — pu).)" de dy = 0, 
n — OO 3 


m — CO 


zur Folge. Mit Hilfe dieser Relationen ist es leicht, die gleich- 
mäfige Konvergenz der Funktionen y, in G und sodann die gleich- 
mäfige Konvergenz jeder Ableitung für ein im Inneren von G 
liegendes Teilgebiet zu beweïisen. Zunächst überzeugt man sich 


davon, daf das Integral 
[e- Pu) ds 


mit wachsendem *# und » gegen Null konvergiert, wenn es über 
ein festes Kurvenstück mit der Bogenlänge s im Inneren von G 
erstreckt wird. Ist dieses Kurvenstück beispielsweise eine gerad- 
linige Strecke x = €, y, <y<y,, so betrachten wir die dazu 
senkrechten Geradenstücke y — b bis zu ihren Schnittpunkten mit 
dem Rande, die einen Gebietsstreifen S in G definieren. Setzen 
wir zur Abkürzung o,— y, — vw und beachten, da8 auf dem Rande 


1) Wegen der Relation D [y] D [y] = (D É v]} ist D[p, — p,] beschränkt. 
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fra = f frac, 


S 


y —= O0 ist, so gilt 


wobei links das Integral über das Geradenstück im Inneren, rechts 
ein Doppelintegral über den Streifen S steht. Die Schwarzsche 
Ungleichung liefert 


(fu) =. f fuarar 
S 


wobei F der Flächeninhalt des Streifens S ist. Wegen (ba) ist 
damit unsere Behauptung bewiesen. Genau dasselbe gilt auf Grund 
analoger Abschätzungen, wenn die Integration statt über ein gerad- 
liniges Stück über irgend ein Kurvenstück z. B. über einen Kreis 
* vom Radius a erstreckt wird. Liegt der Mittelpunkt des Kreises 
weniger als 24 vom Rande entfernt, so gilt sogar, wie die obige 
Abschätzung bezw. ïhre Verallgemeinerung leicht zeigt, daf das 
über die Kreisperipherie erstreckte und durch a dividierte Integral 
gleichmäBig für alle solchen Kreise gegen Null konvergiert, auch 
wenn der Mittelpunkt sich dem Rande nähert. 

Nunmehr betrachten wir einen solchen Kreis vom Radius «& 
und bezeichnen mit w, die Werte von y, im Mittelpunkte. Dann 
folgt in den üblichen Bezeichnungen aus der Formel von Green 


2x y, = [fr La ddy+ à [os 


wobei die Integrale über die Kreisscheibe bezw. die Kreisperipherie 
zu erstrecken sind. Durch Subtraktion der entsprechenden Glei- 
chung für y, und Anwendung der Schwarzschen Ungleichung auf 
das Doppelintegral erhalten wir nun unmittelbar mit Rücksicht 
auf (5b) die Konvergenz der Werte y, und zwar auf Grund der 

obigen Bemerkung ihre gleichmäBige Konvergenz in G. Somit 


erhalten wir eine Grenzfunktion « — lim ,, welche jedenfalls 
: nn —> O9 
die vorgeschriebenen Randwerte besitzt. Ganz ähnlich überzeugt 


man sich für jedes im Inneren von G liegende Teilgebiet von 
der gleichmäfigen Konvergenz der Ableitungen der Funktionen 
Pis Pas Ps +. SodaB die Grenzfunktion « Ableitungen beliebig 
hoher Ordnung besitzt. Um z. B. die Konvergenz von y,, gegen 
u, zu beweïisen, differenzieren wir die Greensche Formel 


2x V(E, 7) = [ fre avarau [ls SE - ET as 


& Ov 
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nach £, vertauschen mit Rücksicht auf die Symmetrie von » (x, y; Ë, r) 
unter den Integralzeichen die Differentiation nach £ mit der nach 
æ und erhalten nach Produktintegration für den Wert 2zw: im 
_ Mittelpunkte des Kreises 


(6) nv = [ [08 . dx dy 


ô ôlogr 
+ [(& À og r.° Fe USE ]de. 


Hierin identifizieren wir Y mit w,—, und benutzen den Umstand, da8 


wir den Radius « zu jedem # und » noch frei in einem gewissen festen 

Intervalla, <a<a,+hwählen dürfen. Wir treffen diese Wabl so, daB 
2 ï 2 

das Integral À (] ds, welches nicht grüfer als + (a aa + ( se) | ds 

ist, über die Kreisperipherie erstreckt, bei hinreichend grofem » 

und » beliebig klein wird; dies ist môüglich, da andernfalls nicht 

das über den Kreisring a, <a =a,+h erstreckte Doppelintegral 


Î de vi + vi} dxdy beliebig klein werden würde. Nunmebr folgt 


mit Rücksicht auf (5c) aus (6) sofort durch Anwendung der Schwarz- 
schen Ungleichung auf jedes Glied die Relation lim y: — - 0, 


n — CO 

m—> CO 
und daraus ergibt sich die behauptete gleichmäfige Konvergenz 
der Ableitung œ,, für ein im Inneren von G liegendes Teiïlgebiet, 


da alle unsere Abschätzungen bei festem a, und X gleichmäfig 


gelten. Genau so beweist man die Konvergenz der übrigen Ab-- 


leitungen. Daher besitzt die Grenzfunktion « Ableitungen aller 
Ordnungen und für jedes Teilgebiet im Inneren von G ist das 
Integral Du], wobei nôtigenfalls im Integranden nach endlich 
vielen Gliedern abgebrochen wird, nicht grôfer als der Grenzwert 
des entsprechenden Integrales über y,. Man schliefit daraus sofort, 
da das über G erstreckte Integral D[u] existiert und nicht grôBer 
als d ist. Da «w eine zulässige Vergleichsfunktion ist, so muf 
Du] — à sein, und wir haben also durch die Funktion « unser 
Variationsproblem gelôst. 

Um zu beweisen, daB diese Funktion der Gleichung Au = 0 
genügt, zeigen wir, daf w unser Variationsproblem noch für einen 
erweiterten Bereich von Vergleichsfunktionen +, lôst. Wir denken 
uns nämlich G mit einem Netz von Dreiecken bedeckt, welche 
sich im Inneren nirgends häufen, und erlauben sodann den Ab- 
leitungen von y Sprünge beim Überschreiten der Dreiecksseiten. 
Die oben angestellten Konvergenzuntersuchungen bleiben unver- 


1 
| 
| 
| 
! 
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ändert gültig für jedes im Inneren eines der Dreiecke liegende 
Gebiet. Setzen wir nun der Kürze halber voraus, da wir für 
ein Viereck die Randwertaufgabe der Potentialtheorie und damit 
gleichzeitig die Minimumsaufgabe für das Integral D] lôsen 
kônnen!), so läft sich zu jeder Minimalfolge ®,, p,, p,, ... des 
modifizierten Variationsproblemes mit unstetigen Ableitungen an 
einer Dreiecksseite / eine andere Minimalfolge qi, q;, pi, ... an- 
geben, deren sämtliche Ableitungen auf / stetig sind. Wir brauchen 
nämlich nur die beiden längs / zusammenstofenden Dreiecke zu 
einem Viereck zusammenzufassen und die Funktion y, auBerhalb 
dieses Viereckes mit y, zu identifizieren, innerhalb aber als Po- 
tentialfunktion zu wählen. 

Unser modifiziertes Variationsproblem definiert also als Grenz- 
funktion einer Minimalfolge eine überall in G reguläre Potential- 
funktion v Aus der Relation Dfp,—-w,]—0 und der gleich- 


* mäfigen Konvergenz der Ableitungen für die von Dreieckskanten 


freien Teilgebiete schlieñt man nun die Existenz von D[v] und 
genauer das Bestehen der Gleichung lim D[p,—v] — 0, aus 
n —> CO 


welcher sich D[v] = d ergibt. 

Es bleibt zu zeigen, daf v die vorgeschriebenen Randwerte 
besitzt. Es sei also P ein Punkt, der vom Rande, und zwar vom 
Randpunkte À einen kürzesten Abstand 2h besitzt. Der Kreis X 
mit dem Radius À um P môüge ganz in G liegen. Wir schlagen 


‘um À mit dem Radius 34 einen Kreis, dessen Fläche mit G das 


Gebiet B gemeinsam hat, und führen um R Polarkoordinaten 7, à 
ein. Der in À vorgeschriebene Randwert môge Null sein, was 
jedenfalls durch Addition einer geeigneten Konstanten zu allen in 
Betracht kommenden Fanktionen erreicht werden kann. Bezeichnen 
wir mit e(r) einen Randwert, der auf dem Kreise mit dem Radius 
r um À angenommen wird, so haben wir für jeden Pankt (r, 9) in 


B eïne Beziehung der Form y,— e(r) = d. d#, also wegen der 


Schwarzschen Ungleichung 


@,— 80) = " (Se) 49.2x 


und scblieflich nach Multiplikation mit » und Integration über 7 


1) Wie man den Beweis ohne diese Voraussetzung führen kann, denke ich 
an anderer Stelle zu zeigen. — Übrigens läft sich die Betrachtung ganz äbnlich 
wie im Folgenden durchführen, wenn man die obige Voraussetzung nur für ein 
Dreieck oder einen Kreis macht, 
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‘ (ga €) r dr < 91 [IA : ee) rdr 49 .2x € 27.90 D, [o,] 
und nach weiterer Integration über # 


Jon)" dr dy 94% D, 1p 
B 


wobei rechts das Integral D,[,] über das Gebiet B erstreckt ist. 
Erst recht gilt also für die Kreisfläche X, die ganz in B liegt, 


É À (o,— 2) de dy <4x°9F D, [o,|: 
K 


hier dürfen wir ohne weiteres den Grenzübergang von y, zu * 
machen und erhalten 


d L (es) dx dy <A4x° 9° D, [r]. 
K ! 


Da bei hinreichend kleinem À die Werte s(r) beliebig klein sind 
und dasselbe für D,[{v] gilt, und da ferner nach dem Mittelwert- 
satz der FRE der Wert » von & im Punkte P durch 


den Ausdruck -, Fe] [ vdx dy gegeben wird, also 


DE —— fe 
hr? 


ist, so muB in der Tat dieser Wert # bei hinreichend kleinem 
absolut genommen beliebig klein werden, wie bewiesen werden 
sollte. 

Damit ist gezeigt, daf unsere Funktion » das modifizierte, 
und wegen ihrer Regularität auch das ursprüngliche Variations- 
problem lôst, also mit dessen Lôüsung « identisch ist. 


